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Résumé

Le mémoire porte sur I’étude de portefeuilles de rentes viagéres en Angle-
terre et au Pays de Galles, pour lesquels les assureurs et les fonds de pension
font face au risque de longévité. Pour mieux maitriser ce risque, ces derniers
peuvent se couvrir par le biais de swaps de longévité, ce qui leur permet
de transférer le risque de longévité au réassureur. En tant que réassureur, il
est alors crucial de disposer de tables de mortalité Best Estimate adaptées
aux populations rentiéres. Pour construire ces tables de mortalité prospec-
tives dites d’expérience, on procéde en plusieurs étapes. Tout d’abord, on
construit des tables de mortalité prospectives sur des données nationales &
I’aide d’un modéle stochastique. Cette étape impose une réflexion quant a la
fagon de projeter les taux de mortalité au sortir de la pandémie de COVID-
19 qui suscite aujourd’hui de nombreuses interrogations. Pour tenir compte
de l'effet d’antisélection associé aux populations rentiéres, on construit une
table de mortalité dite du moment sur un nombre réduit d’années a partir de
données agrégées issues de 7 portefeuilles, avant de procéder & un ajustement
de ces données par rapport aux tables de mortalité prospectives calibrées
sur la population générale. Finalement, ces tables ont pour but de calculer
des métriques Solvabilité II comme les provisions Best Estimate ou le SCR
longévité pour des traités de réassurance entrés en vigueur récemment. Pour
évaluer la pertinence des tables de mortalité ainsi calibrées, on applique les
résultats obtenus & un traité de réassurance entré en vigueur en 2017. Aprés
avoir comparé la mortalité prévue par les tables avec celle de I'expérience a
notre disposition, on discute les résultats obtenus pour les provisions Best
Estimate et le SCR longévité.

Mots clefs: Rentes viagéres, Angleterre, Pays de Galles, risque de longévité,
swaps de longévité, tables de mortalité prospectives d’expérience, modéle
stochastique, COVID-19, Best Estimate, SCR longévité
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Abstract

This thesis focuses on life annuity portfolios in England and Wales, for
which insurers and pension funds face longevity risk. To better manage this
risk, insurers and pension funds can hedge the risk through longevity swaps,
allowing them to transfer the longevity risk to a reinsurer. As a reinsurer, it
is crucial to use mortality tables that are adapted to the annuitant popula-
tion. In order to build these prospective mortality tables, we follow several
steps. Firstly, prospective mortality tables are built on national data using
a stochastic model. This step requires us to think about what is the best
way to forecast mortality rates after the COVID-19 pandemic, which is an
ongoing concern in the actuarial world. To take account of the anti-selection
effect associated with annuitant populations, we build a base mortality table
over a small number of years from aggregated data from 7 portfolios, before
adjusting the data to the prospective mortality tables calibrated on the gene-
ral population. Finally, these tables are used to calculate Solvency II metrics
such as the Best Estimate or the longevity SCR for reinsurance treaties that
have recently come into force. To assess the relevance of the calibrated mor-
tality tables, we apply the results to a reinsurance treaty that came into force
in 2017. After comparing the mortality predicted by the tables with the ex-
perience available to us, we discuss the results obtained for the reserves and
the longevity SCR.

Keywords: Life annuities, England, Wales, longevity risk, longevity swaps,
experience-based prospective mortality tables, stochastic model, COVID-19,
Best Estimate, longevity SCR
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Note de synthése

Contexte

L’étude réalisée dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la norme prudentielle
Solvabilité II. Cette norme, entrée en vigueur le 1°" janvier 2016, repose sur 3 piliers.
Le Pilier 1 porte sur les exigences quantitatives. Les (ré)assureurs doivent constituer
des provisions Best Estimate et doivent également calculer un SCR, afin d’évaluer leur
solvabilité. Dans le cadre de ce mémoire, on cherche & calculer certaines de ces exigences
pour des portefeuilles de rentes viagéres en Angleterre et au Pays de Galles. Pour ce
type de portefeuille, les assureurs et les fonds de pension font face au risque de longévité,
risque que les rentiers vivent plus longtemps qu’escompté. Afin de maitriser ce risque, il
est courant de faire appel & la réassurance. Parmi les différents mécanismes de couverture
possibles, on travaille uniquement sur des swaps de longévité. Pour ce type de couverture,
le risque de longévité est entiérement porté par le réassureur. Dans ce mémoire, on se
place du point de vue du réassureur qui porte le risque. L’enjeu réside donc dans la mise
en place de tables de mortalité prospectives Best Estimate adaptées aux portefeuilles.

Méthodologie

Pour construire ces tables de mortalité prospectives Best Estimate, ’approche qui a
été retenue consiste & calibrer des tables de mortalité sur la population générale pour
laquelle on dispose d’un historique important & ’aide d’'un modéle stochastique de mor-
talité. Ensuite, pour tenir compte de la mortalité spécifique des populations rentiéres, on
construit une table de mortalité sur une période de 5 ans a partir de données de 7 por-
tefeuilles avant de procéder a un ajustement a ’aide du modéle de Brass sur les données
HMD de la population générale. Pour construire cette table dite du moment, plusieurs
étapes sont nécessaires : analyse des données, calcul des taux bruts de mortalité et lissage
des taux. A l'issue de I’ajustement par le modéle de Brass, les taux de mortalité sont
prolongés aux ages élevés.



Construction d’une table de mortalité prospective a partir
des données HMD

Plusieurs modéles peuvent étre utilisés pour mettre en place des tables de mortalité
prospectives sur la population générale, la référence étant le modéle de Lee-Carter. Dans
le cas de I’Angleterre et du Pays de Galles, 4 modéles GAPC ont été comparés : le modéle
de Lee-Carter log-Poisson (M1), le modeéle de Renshaw-Haberman (M2), le modéle Age-
Period-Cohort (M3) et le modéle de Cairns-Blake-Dowd (M5).

Le tableau 1 ci-dessous fournit les valeurs du nombre de paramétres, de ’AIC et du BIC
obtenus pour les 4 modéles GAPC étudiés sur la période 1950-2020 pour la tranche d’age
65-90 ans.

Modéle Sexe Nombre de paramétres AIC BIC
M1 F 120 30 776.74 31 437.54
M1 H 120 30 393.70 31 054.49
M2 F 213 23 268.66 24 441.56
M2 H 213 23 034.20 24 207.11
M3 F 188 30 624.51 31 659.75
M3 H 188 26 339.04 27 374.28
M5 F 140 32 155.88 32 926.80
M5 H 140 29 859.25 30 630.17

TABLE 1 — Valeurs du nombre de paramétres, de I’AIC et du BIC pour les modéles M1,
M2, M3 et M5 calibrés sur les données HMD de la population anglo-galloise sur la période
1950-2020 pour la tranche d’age 65-90 ans pour les femmes et les hommes

Le modéle de Renshaw-Haberman semble étre le modéle le plus performant, pour les
femmes ainsi que pour les hommes. Malgré le nombre important de paramétres utilisés,
ce modéle a le plus faible BIC, ce qui témoigne d’'un bon compromis entre complexité et
qualité du modéle.

Par ailleurs, pour mieux évaluer la qualité des modéles, une analyse des résidus de
déviance normalisés a été conduite. La figure 1 ci-dessous permet de visualiser les résidus
obtenus pour le modéle qui a finalement été retenu.
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FIGURE 1 — Résidus obtenus avec le modéle de Renshaw-Haberman
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Contrairement aux résidus des modéles de Lee-Carter, APC et CBD qui possédent
une structure non-aléatoire, ceux du modéle de Renshaw-Haberman sont raisonnablement
aléatoires.

A Tissue de ces analyses, le modéle de Renshaw-Haberman a donc été retenu. Cepen-
dant, la projection du parameétre de période nécessite une réflexion importante, notam-
ment du fait de la pandémie de COVID-19.

La problématique liée au COVID-19

Depuis 2020, on assiste & un phénoméne de surmortalité qui a principalement touché
les personnes agées, de facon inégale selon la zone géographique ou encore le niveau de
précarité. Des analyses sur les causes de décés suggérent également que le COVID-19
pourrait potentiellement avoir un effet sur d’autres maladies, dans un contexte ou le
systéme de santé britannique ne cesse de se dégrader. Cependant, on pourrait également
penser que le COVID-19 puisse avoir des effets bénéfiques sur la longévité humaine,
notamment grace a 'amélioration de ’hygiéne. Les avis divergent quant a l'impact de
la pandémie de COVID-19 sur la mortalité future. Cependant, les (ré)assureurs qui font
face au risque de longévité voient majoritairement le COVID-19 comme un phénoméne
qui n’est que passager et qui ne devrait pas avoir d’impact important sur les tendances
futures de mortalité. Différents modéles de projection du paramétre de période du modéle
de Renshaw-Haberman ont été testés, certains ayant la particularité d’étre adaptés a la
présence de chocs de mortalité dans les données.

Développement de nouveaux modéles de projection du para-
métre de période

Le modéle de Renshaw-Haberman est régi par I’équation suivante :

log(,&m,t) =0z + /Ba:"ﬁt + V-2

Pour projeter le modéle, il est nécessaire de projeter les paramétres k; et ;.. Cepen-
dant, la projection du parameétre de cohorte «;_, n’est pas nécessaire ici car on s’intéresse
a des populations agées pour lesquelles les paramétres de cohorte sont obtenus lors de la
phase de calibration du modéle. On projette donc uniquement le paramétre de période
Kt

Plusieurs modéles sont possibles pour projeter le paramétre de période qui est, par
défaut, projeté par une marche aléatoire avec dérive. Parmi ces modéles, certains ont la
particularité de prendre en compte de facon explicite les sauts de mortalité. Le tableau
ci-dessous résume les modéles qui ont été envisagés dans ce mémoire :

X



Acronyme Modéle

rwd Marche aléatoire avec dérive (modéle standard)
ajusted rwd Marche aléatoire avec dérive réajustée
arima Modele ARIMA
logistic Modéle utilisant une loi logistique
jump Modéle a sauts transitoires
pot Modéle a dépassement de seuil
IS Modéle de changement de régime

TABLE 2 — Récapitulatif des modéles étudiés

Pour comparer la qualité des différents modéles, on compare leur vraisemblance puis
on procéde & un backtesting pour évaluer leurs performances en termes de prévisions.
La figure 2 fournit les résultats obtenus pour la vraisemblance des différents modéles qui
est évaluée a partir du critére BIC. La figure 3 montre les résultats obtenus en termes

de RMSE, métrique permettant d’évaluer les performances prédictives des différents mo-
déles.
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Ces analyses ont permis tout d’abord de mettre en évidence le fait que le modéle
standard avait des performances nettement moins bonnes que celles des autres modéles.
Par ailleurs, elles ont contribué a la sélection d’un modéle de référence : le modéle a sauts
transitoires.

L’étape suivante, aprés que les tables de mortalité prospectives aient été calibrées
sur la population générale, consistait & ajuster ces tables de sorte a prendre en compte
I’expérience issue de portefeuilles de rentes viagéres dans le but d’obtenir des tables de
mortalité Best Estimate spécifiques au service Longévité.

Construction d’une table de mortalité prospective d’expé-
rience a partir des données de 7 portefeuilles de rentes via-
geéres

Pour construire des tables de mortalité prospectives d’expérience prenant en compte la
mortalité spécifique des populations rentiéres & notre disposition, on procéde en plusieurs
étapes.

Tout d’abord, une analyse des données a été effectuée. Cette analyse nous a permis
de déterminer la plage d’ages pour laquelle on calcule les taux de mortalité a ’aide du
critére de Cochran. Finalement, on retient la tranche d’age 55-100 ans.

Les taux bruts de mortalité ont ensuite été lissés en utilisant plusieurs techniques de
lissage différentes : le lissage de Whittaker-Henderson, le lissage P-Splines et le lissage
de Gompertz-Makeham. Pour choisir quel lissage appliquer, on s’est basé sur plusieurs
critéres statistiques. Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

Test Sexe | Whittaker-Henderson | P-Splines | Gompertz-Makeham
Test des résidus F Validé Validé Rejeté
H Validé Validé Validé
Test des signes F Validé Validé Validé
H Validé Validé Rejeté
Test de Wilcoxon F Validé Validé Validé
H Validé Validé Validé
Critére de fidélité F 0.0053 0.0067 0.0117
H 0.0083 0.0085 0.0163
Critére de régularité F 0.0024 0.0016 0.0121
H 0.0084 0.0049 0.0092

TABLE 3 — Résultats obtenus pour les différents tests de validation des lissages

Ces tests statistiques nous ont amené & opter pour le lissage P-Splines.

Pour projeter les taux de mortalité obtenus & horizon 2050, on effectue une régression
linéaire du logit des taux de mortalité HMD projetés avec les différents modeéles de
projection du paramétre de période du modéle de Renshaw-Haberman.
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Pour terminer, ’ensemble des taux de mortalité sont prolongés jusqu’a ’age de 130
ans a l'aide de la méthode de Denuit et Goderniaux.

Application a4 un portefeuille de rentiers dans le cadre d’un
swap de longévité

Les tables de mortalité d’expérience qui ont été calibrées ont pour but, en pratique, de
servir pour le calcul de provisions Best Estimate pour des portefeuilles pour lesquels nous
avons encore trés peu d’expérience. Lorsque nous aurons assez d’années d’expérience, ces
tables pourront faire 'objet de modifications, selon ’expérience qui sera observée.

On choisit d’appliquer les résultats obtenus dans ce mémoire & un traité de réassurance
entré en vigueur en 2017. Le choix s’est porté sur ce portefeuille car on dispose de
suffisamment d’années d’expérience pour introduire le concept d’analyse d’expérience,
processus qui s’apparente a un backtesting. L’analyse d’expérience, bien qu’elle se base
sur un nombre d’années réduit en comparaison aux analyses d’expérience réalisées au sein
de I’équipe Longévité, nous a permis de montrer que les tables de mortalité semblaient
étre adaptées au portefeuille étudié, au travers notamment du calcul du ratio A/E par
sexe qui est suffisamment proche de 100% sur la période d’observation (2017-2021) :
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FIGURE 4 — A/E en fonction du sexe

Par ailleurs, pour évaluer 'impact du risque de tendance sur le niveau des provisions,
on calcule le Best Estimate pour chacun des modéles testé pour projeter la composante
temporelle du modéle de Renshaw-Haberman. On calcule également les écarts relatif et
absolu avec le Best Estimate de référence. On procéde de la méme fagon pour le SCR
longévité.

Les résultats sont présentés ci-dessous :
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modele BE (en GBP) écart absolu avec le  écart relatif avec le

BE de référence BE de référence
rwd -52 679 963 -6 726 323 -14.6%
ajusted rwd -47 315 658 -1 362 018 -3.0%
logistic -46 055 111 -101 471 -0.2%
jump (référence)  -45 953 640 0 0%
pot -46 663 509 -709 869 -1.5%
IS -46 787 722 -834 082 -1.8%

TABLE 4 — Valeurs du Best Estimate obtenues avec les différents modéles testés et écarts
avec le Best Estimate de référence

modéle SCR longévité écart absolu avec le écart relatif avec le
(en GBP) SCR longévité de référence SCR longévité de référence
rwd 33 054 397 -1 993 432 -5.7%
ajusted rwd 33 783 979 -1 263 850 -3.6%
logistic 34 609 392 -438 437 -1.3%
jump (référence) 35 047 829 0 0%

pot 33 981 026 -1 066 803 -3.0%
IS 33 897 894 -1 149 935 -3.3%

TABLE 5 — SCRs longévité obtenus a partir des différents modéles testés et écarts avec
le SCR longévité de référence

Pour ce qui est du Best Estimate, on observe un écart trés important avec le modéle
standard, de I'ordre de -14.6%. Par ailleurs, on observe que le modéle de référence choisi
est prudent puisqu’il préconise un montant de provisions plus élevé que les autres modéles.

Les SCRs longévité obtenus sont relativement proches. Si I’on souhaite étre prudent,
le choix du modéle de référence est pertinent puisqu’il fournit le SCR longévité le plus

élevé.
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Summary

Context

The study carried out in this thesis uses the Solvency II prudential regime. This
standard, which came into force on January 15¢, 2016, is based on 3 pillars. Pillar 1
covers quantitative requirements. (Re)insurers must set aside Best Estimate reserves and
have to calculate an SCR, in order to assess their solvency. In this paper, we will try to
calculate some of these requirements for life annuity portfolios in England and Wales.
For this type of portfolio, insurers and pension funds face longevity risk, the risk that
annuitants live longer than expected. To control this risk, reinsurance is often used.
Among the various hedging mechanisms that exist, we only work on longevity swaps.
With this type of hedge, the longevity risk is borne by the reinsurer. In this thesis, we
take the point of view of the reinsurer bearing the risk. The challenge, as reinsurers, lies in
setting up prospective Best Estimate mortality tables that are adapted to the portfolios.

Methodology

In order to build these Best Estimate prospective mortality tables, the chosen ap-
proach is to calibrate mortality tables on the general population for which we have a
large historical data base, using a stochastic mortality model. Then, to take into account
the specific mortality of annuitant populations, we build a base mortality table over a
5-year period using data from 7 portfolios, before performing an adjustment on HMD
data from the general population using the Brass model. To build this base mortality
table, several steps are required : data analysis, calculation of crude mortality rates and
smoothing of the rates. After making the adjustment using the Brass model, mortality
rates are extended to older ages.

Building a prospective mortality table from HMD data

Several stochastic models can be used to set up prospective mortality tables for the
general population, the reference being the Lee-Carter model. For England and Wales
data, 4 GAPC models have been compared : the Lee-Carter log-Poisson model (M1), the
Renshaw-Haberman model (M2), the Age-Period-Cohort model (M3) and the Cairns-
Blake-Dowd model (M5).



Table 6 below shows the number of parameters, AIC and BIC values obtained for the 4
GAPC models studied over the 1950-2020 period for the 65-90 age group.

Model Gender Number of parameters AIC BIC
M1 F 120 30 776.74 31 437.54
M1 M 120 30 393.70 31 054.49
M2 F 213 23 268.66 24 441.56
M2 M 213 23 034.20 24 207.11
M3 F 188 30 624.51 31 659.75
M3 M 188 26 339.04 27 374.28
M5 F 140 32 155.88 32 926.80
M5 M 140 29 859.25 30 630.17

TABLE 6 — Values for the number of parameters, AIC and BIC for models M1, M2,
M3 and M5 calibrated on HMD data from the Anglo-Welsh population over the period
1950-2020 for the 65-90 age group for both women and men

The Renshaw-Haberman model appears to be the best-performing model, for both
women and men. Despite the large number of parameters used, this model has the lowest
BIC, indicating a good compromise between model complexity and quality.

To better assess model quality, an analysis of standardized deviance residuals was
also carried out. Figure 5 below shows the residuals obtained for the selected model.
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FIGURE 5 — Renshaw-Haberman model residuals

Unlike the residuals obtained for the Lee-Carter, APC and CBD models, which have
a non-random structure, those of the Renshaw-Haberman model are reasonably random.

Following these analyses, the Renshaw-Haberman model has been selected. However,
the projection of the period index requires considerable thought, particularly in view of

the COVID-19 pandemic.
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The COVID-19 issue

Since 2020, excess mortality has mainly affected the elderly, unevenly according to
geographical area or level of deprivation. Analyses by cause of death also suggest that
COVID-19 could potentially have an effect on other diseases, in a context where the
British healthcare system keeps deteriorating. However, it is also possible that COVID-19
could have beneficial effects on human longevity, particularly through improved hygiene.
Opinions differ as to the impact of the COVID-19 pandemic on future mortality. However,
the majority of (re)insurers dealing with longevity risk see COVID-19 as a phenomenon
that is only temporary and unlikely to have a significant impact on future mortality
trends. Various projection models for the period index of the Renshaw-Haberman model
are tested, some of which have the particularity of being adapted to the presence of
mortality shocks in the data.

Development of new projection models for the period index

The Renshaw-Haberman model is governed by the following equation :

log(/la:,t) = Qg + ﬂxﬁt + Ve—z

To forecast the model, it is necessary to forecast the x; and ;_, indexes. However,
forecasting the cohort index ~;_, is not necessary here, as we are mainly interested in
elderly populations for which the cohort indexes are obtained after the model calibration
phase. Therefore, we only forecast the period index k.

Several models can be used for projecting the period index, which by default is forecas-
ted by using a random walk with drift. Among these models, some have the particularity
of explicitly taking mortality jumps into account. The table below summarizes the models
that are considered in this thesis :

Acronym Model
rwd Random walk with drift (standard model)
ajusted rwd Readjusted random walk with drift

arima ARIMA model
logistic Model using a logistic distribution
jump Model with transitory jumps

pot Peaks-over-threshold model

s Binary regime switching model

TABLE 7 — Overview of implemented models

To compare the quality of the different models, we compare their likelihoods and then
carry out backtesting to evaluate their forecasting performance.
Figure 6 shows the results obtained for the likelihood of the different models, which is
evaluated using the BIC criterion. Figure 7 shows the results obtained in terms of RMSE,
a metric used to evaluate the predictive performance of the different models.
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FIGURE 7 — RMSE

These analyses highlight the fact that the standard model performed significantly
worse than the other models. They also helped to select a reference model : the model
with transitory jumps.

The next step, once the prospective mortality tables had been calibrated on the
general population, was to adjust these tables to take into account experience from

life annuity portfolios, in order to obtain Best Estimate mortality tables specific to the
Longevity portfolio.

Building an experience-based prospective mortality table using
data from 7 life annuity portfolios

In order to build prospective mortality tables that take into account the specific
mortality of the annuitant populations available to us, we follow several steps.
First, we analyze the data. This analysis allows us to determine the age range for

which mortality rates are calculated, using Cochran’s criterion. Finally, we chose the
55-100 age group.
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The crude mortality rates were then smoothed using several different smoothing tech-
niques : Whittaker-Henderson smoothing, P-Splines smoothing and Gompertz-Makeham
smoothing. Several statistical criteria were used to decide which smoothing to apply. The
results are summarized in the following table :

Test Gender | Whittaker-Henderson | P-Splines | Gompertz-Makeham
Residual test F Validated Validated Rejected
M Validated Validated Validated
Sign test F Validated Validated Validated
M Validated Validated Rejected
Wilcoxon test F Validated Validated Validated
M Validated Validated Validated
Accuracy criterion F 0.0053 0.0067 0.0117
M 0.0083 0.0085 0.0163
Regularity criterion F 0.0024 0.0016 0.0121
M 0.0084 0.0049 0.0092

TABLE 8 — Results obtained for the different smoothing validation tests

These statistical tests led us to choose P-Splines smoothing.

To forecast the mortality rates obtained to 2050, we perform a linear regression of
the logit of the rates with the HMD mortality rates forecasted with the different models
tested to forecast the period index of the Renshaw-Haberman model.

Finally, all mortality rates are extended to age 130 using the Denuit and Goderniaux
method.

Application to a longevity swap portfolio

The experience-based mortality tables we have calibrated are intended, in practice, to
be used to calculate reserves for portfolios for which we still have very little experience.
Once we have enough years of experience, these tables can be changed according to the
observed data.

We have chosen to apply the results obtained in this thesis to a reinsurance treaty
that came into force in 2017. We chose this portfolio because we have enough years of
experience to introduce the concept of experience analysis, a process akin to backtesting.
Although the experience analysis is based on a reduced number of years compared with
the experience analyses carried out within the Longevity team, it has allowed us to show
that the mortality tables appeared to be suitable for the portfolio studied, particularly
through the calculation of the A/E ratio by gender, which is sufficiently close to 100%
over the observation period (2017-2021) :
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FIGURE 8 — A/E by gender

Furthermore, to assess the impact of trend risk on the level of reserves, we calculate
the Best Estimate for each of the models tested to forecast the period index of the
Renshaw-Haberman model. Relative and absolute deviations from the reference Best
Estimate are also computed. The same procedure is followed for the longevity SCR.
The results are shown below :

model BE (in GBP) absolute deviation from relative deviation from
reference BE reference BE
rwd -52 679 963 -6 726 323 -14.6%
ajusted rwd -47 315 658 -1 362 018 -3.0%
logistic -46 055 111 -101 471 -0.2%
jump (reference)  -45 953 640 0 0%

pot -46 663 509 -709 869 -1.5%
s -46 787 722 -834 082 -1.8%

TABLE 9 — Best Estimate values obtained with the different models tested and deviations
from the reference Best Estimate

model longevity SCR  absolute deviation from  relative deviation from

(in GBP) reference longevity SCR  reference longevity SCR
rwd 33 054 397 -1 993 432 -5.7%
ajusted rwd 33 783 979 -1 263 850 -3.6%
logistic 34 609 392 -438 437 -1.3%

jump (reference) 35 047 829 0 0%

pot 33 981 026 -1 066 803 -3.0%
IS 33 897 894 -1 149 935 -3.3%

TABLE 10 — Longevity SCRs obtained from the different models tested and deviations
from the reference longevity SCR
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As for the Best Estimate, we can see a significant difference with the standard model,
of about -14.6%. In addition, we can see that the reference model chosen is cautious,
since it recommends a higher level of reserves than the other models.

The longevity SCRs obtained are relatively close. If we wish to be cautious, the choice
of the reference model is appropriate, since it provides the highest longevity SCR.
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Introduction

La norme Solvabilité II, entrée en vigueur le 1" janvier 2016, établit un nouveau
paradigme assurantiel basé sur des exigences de solvabilité et une analyse approfondie
des risques.

Les contrats de rentes viagéres constituent un risque important pour les compagnies
d’assurance ou les fonds de pension, notamment a cause du risque de longévité associé
a ce type de contrat. Pour mieux maitriser ce risque, ces derniers ont la possibilité de
se couvrir auprés de réassureurs. Ce mémoire se focalise sur une solution de réassurance
possible : les swaps de longévité. Les swaps de longévité sont des solutions modernes de
couverture qui permettent de transférer son risque de longévité & un réassureur. Pour le
réassureur, il est donc primordial d’établir des tables de mortalité qui estiment au mieux
la mortalité des portefeuilles. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser des données issues de
portefeuilles. En effet, plusieurs études montrent que les populations rentiéres ont une
espérance de vie qui est en moyenne plus élevée que celle de la population nationale. La
mise en place de ces tables de mortalité a pour but d’évaluer les provisions Best Estimate
& constituer pour des portefeuilles dont I'historique de données est trés réduit. Pour ce
faire, on utilisera les données agrégées de 7 portefeuilles de rentiers résidant en Angleterre
et au Pays de Galles pour lesquels on a suffisamment de données.

Le mémoire s’organise en 6 parties :

La premiére partie présente le cadre de I’étude. Le contexte réglementaire est précisé,
avant de définir le risque de longévité. Le lien entre ce risque et les portefeuilles de rentes
viagéres est détaillé, ce qui permettra d’introduire les swaps de longévité.

La seconde partie décrit le cadre théorique associé a la modélisation du risque de
longévité, ainsi que la méthodologie utilisée pour construire les tables de mortalité.

La troisiéme partie étudie la mortalité en Angleterre et au Pays de Galles, avec un
focus sur les tendances de mortalité depuis la pandémie de COVID-19 qui complique le
développement de modéles de mortalité pour les (ré)assureurs aujourd’hui.

La quatriéme partie présente plusieurs modéles possibles afin de mettre en place des
tables de mortalité prospectives sur la population nationale & I'aide des données HMD.

La cinquiéme partie explique comment construire la table de mortalité prospective
finale & I’aide des taux de mortalité déterminés dans la partie précédente ainsi que ceux
obtenus avec les données des 7 portefeuilles de rentiers.

La sixiéme partie propose une analyse des résultats obtenus en les appliquant & un
nouveau portefeuille entré en vigueur en 2017.
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Chapitre 1

Cadre de I’'étude

1.1 Le contexte réglementaire : la directive Solvabilité 11

La directive Solvabilité II, entrée en vigueur le 1°° janvier 2016, est une norme pru-
dentielle ayant remplacé Solvabilité I. Sa mise en place avait pour principaux objectifs
d’améliorer la gestion des risques inhérents aux entreprises d’assurance, de renforcer la
protection des assurés et d’harmoniser les normes prudentielles dans I’Espace Economique
Européen.

La réforme Solvabilité IT repose sur 3 piliers :

- Pilier 1 : Exigences quantitatives
- Pilier 2 : Exigences qualitatives
- Pilier 3 : Reporting prudentiel et information du public

1.1.1 Pilier 1 : exigences quantitatives

Sous Solvabilité 11, les actifs sont valorisés en valeur de marché. Les passifs se décom-
posent en 2 éléments : les fonds propres et les provisions techniques.
Les provisions techniques sont la somme du Best Estimate et d’'une marge pour risque. Le
Best Estimate correspond a la meilleure estimation des engagements d’assurance. Plus
précisément, le Best Estimate se calcule comme la somme actuelle probable des flux de
trésorerie futurs sur la base de la courbe des taux sans risque :

Fy x py
BE = D m——
; (1 + rt)t

ou :
- Fy x p; correspond aux flux de trésorerie probabilisés,
- r¢ correspond aux taux sans risque fournis par 'EIOPA.
La marge pour risque, elle, se définit comme le montant & ajouter au Best Estimate de
sorte & ce que le montant total des provisions techniques corresponde au montant que
les organismes d’assurance demanderaient pour reprendre et honorer les engagements de
I’entreprise. En d’autres termes, la marge pour risque refléte le cotit d’'immobilisation du
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capital.

Les fonds propres se définissent comme la différence entre les actifs et les dettes. Sol-
vabilité II impose deux exigences quant au niveau de fonds propres & détenir : le SCR
(Solvency Capital Requirement) et le MCR (Minimum Capital Requirement). Le SCR
correspond & la VaR (Value at Risk) a horizon 1 an des fonds propres de base de 1’entre-
prise avec un niveau de confiance de 99,5%. Autrement dit, il s’agit du montant de fonds
propres minimum dont ’assureur doit disposer pour absorber les pertes potentielles a
horizon 1 an avec une probabilité de 99.5%. Le MCR correspond au minimum absolu de
capital & détenir sous peine de se voir retirer son agrément. Le MCR est calculé a partir
de formules distinguant les activités vie et non-vie. Il ne peut étre inférieur a 25% du
SCR sans excéder 45% du SCR.

Le bilan prudentiel sous Solvabilité II est schématisé ci-dessous :

SCR
} MCR

Actifs
en valeur
de marché

FIGURE 1.1 — Bilan prudentiel sous Solvabilité I1

1.1.2 Pilier 2 : exigences qualitatives

Le Pilier 1 offre des éléments quantitatifs sur la structure de risque de ’entreprise et
de sa solvabilité. Toutefois, ces informations n’ont un intérét que si elles s’accompagnent
d’une bonne gouvernance et d’une gestion fine des risques pris par I’entreprise. Elément
central du Pilier 2, 'ORSA (Own Risk and Solvency Assessment) est une évaluation
interne & I'organisme de son profil de risque et de sa solvabilité prospective. Cette éva-
luation doit étre conduite annuellement et se formalise par un rapport ORSA qui repose
sur 3 évaluations :

1. L’évaluation du besoin global de solvabilité de ’entreprise, compte tenu de son
profil de risque.
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2. Le respect permanent des exigences réglementaires dans le temps en termes de
couverture du MCR et SCR.
3. La déviation du profil de risque.

1.1.3 Pilier 3 : reporting prudentiel et information du public

Le Pilier 3 compléte les deux premiers piliers en imposant une transparence vis-a-vis
des clients, des intermédiaires ou encore des autorités de controle. Il se matérialise par
des rapports sur la solvabilité et la situation financiére des organismes d’assurance. Le
SFCR est un rapport annuel destiné au public. Le RSR, plus détaillé, est un rapport
confidentiel destiné aux autorités de controle.

1.2 Le risque de longévité

L’étude de portefeuilles de rentes viagéres constitue le sujet central de ce mémoire.
Le principal risque pour ce type de portefeuille est le risque de longévité. Ce risque se
définit comme le risque qu’une population rentiére vive plus longtemps que prévu par les
tables de mortalité. En sous-estimant la survie des rentiers, les compagnies d’assurance
et les fonds de pension s’exposent & un risque de sous-estimation de leurs engagements
envers les rentiers de leurs portefeuilles.
Le risque de longévité se décline selon 3 composantes principales :

1. Le risque de tendance : risque que la tendance de longévité d’une population soit
mal estimée.

2. Le risque de base : risque que la population rentiére vive plus longtemps que la
population nationale. On parle également d’effet d’antisélection.

3. Le risque idiosyncratique : risque englobant les fluctuations imprévisibles de mor-
talité (guerres, pandémies, etc.).

L’objectif poursuivi par ce mémoire consiste a élaborer des tables de mortalité de ré-
férence, lesquelles seront utilisées dans ’évaluation des réserves a établir pour un porte-
feuille de rentes viagéres. Cette démarche impliquera la conception de tables de mortalité
qui englobent les risques de tendance et de base. Une fois ces tables établies, une analyse
du poids respectif de ces risques sur le montant des provisions sera entreprise.

1.3 Les rentes viagéres

Lorsqu’on atteint I’age de départ a la retraite, la retraite percue peut étre faible. Pour
compenser la perte de revenus engendrée, il existe deux régimes de retraite obligatoires :
un régime de base et un régime complémentaire. Par ailleurs, plusieurs autres solutions
d’épargne retraite comme ’assurance vie sont possibles. Peu importe la solution choisie,
le principe reste le méme : il s’agit d’effectuer des versements périodiques durant la vie
active afin de bénéficier d’un capital ou d’une rente viagére a la retraite. La rente viagére,
versée jusqu’au déces du bénéficiaire, présente un risque. En effet, si le rentier vit plus

Amin Ouhammou
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longtemps que prévu par les tables de mortalité, alors il faudra lui débourser un montant
important d’arrérages. C’est pourquoi les personnes qui choisissent cette option sont gé-
néralement des personnes en bonne santé pour lesquelles la longévité est plus importante
que celle de la population nationale.

Au Royaume-Uni, la retraite se fait majoritairement par capitalisation, contrairement &
la France ou la retraite est fondée sur un systéme de répartition. La retraite par capi-
talisation consiste a épargner une somme d’argent dans le but de financer sa retraite en
fin de carriére. Les sommes épargnées sont collectées et gérées par un fonds de pension,
fonds d’investissement spécifique a la retraite par capitalisation. Lorsqu’ un employé part
en retraite, il peut récupérer 25% du capital investi. Les 75% restants doivent obliga-
toirement étre convertis en rentes viagéres immédiates. En France, le marché des rentes
viagéres est beaucoup moins important. 77% des épargnants préférent opter pour une
sortie en capital, selon une enquéte réalisée par Amundi et Natixis auprés de plus de 130
000 salariés. [1]

Pour les compagnies d’assurance chargées de gérer des portefeuilles de rentes viagéres, le
risque de longévité associé peut étre particulierement pesant. Afin de mieux maitriser ce
risque et dans une logique prudentielle, les assureurs (ou les fonds de pension) peuvent
choisir de se réassurer.

1.4 La couverture du risque de longévité

Il existe différentes fagons de transférer son risque de longévité a un réassureur, que

I’on présente dans 'organigramme ci-dessous.
Solutions de

|
[

|
Solutions Solutions
traditionnelles modernes

Swaps de
longévité

FIGURE 1.2 — Solutions de transfert du risque de longévité

Dans ce mémoire, on se focalisera sur les swaps de longévité, dont on présente le
mécanisme ci-apres.

Mémoire EURIA
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Fonctionnement des swaps de longévité

Les swaps de longévité sont des contrats permettant & une entreprise, que 1’on appelle
cédante, de transférer son risque de longévité & une contrepartie, le réassureur. Pour ce
faire, la cédante verse des primes périodiques fixées a ’avance au réassureur pour com-
penser le risque qui est porté par ce dernier. En échange, le réassureur s’engage & verser
les prestations réellement pergues par les rentiers. Ainsi, c’est le réassureur qui est exposé
& un risque de longévité. L'intérét de ce type de couverture pour la cédante porte tout
d’abord sur la connaissance certaine des flux futurs liés a son portefeuille. Par ailleurs,
d’un point de vue prudentiel, la mise en place d’un tel traité de réassurance permet aux
assureurs de ne plus avoir & immobiliser de capital relatif au risque de longévité, puisque
I’aléa lié & la mortalité future du portefeuille est neutralisé. Toutefois, ’assureur s’expose
au risque de contrepartie, ce qui entraine une augmentation du capital alloué a ce risque.
Du c6té du réassureur, il existe également un intérét a utiliser ce type de produit. En
I’occurence, cela lui permet de diversifier son activité. En effet, le principal risque porté
au bilan des réassureurs vie est le risque de mortalité. En s’exposant au risque de longé-
vité au travers de ces contrats, les réassureurs seront en mesure de compenser les pertes
occasionnées par une sur-mortalité sur des périmétres tels que la prévoyance par exemple
par les bénéfices réalisés grace aux swaps de longévité.

Les swaps de longévité sont assez peu répandus, si ce n’est au Royaume-Uni ot ils sont
plus couramment utilisés. Le schéma ci-dessous résume leur fonctionnement :

Primes périodiques
calculées sur la base de
la mortalité predite
Versement des rentes
viagéres

==)o=x)o
450

o=

=450
o=

Populatio

=

rentiére Cédante Versement des prestations Réassureur

réelles sur la base de la
mortalité réelle

FI1GURE 1.3 — Fonctionnement d’un swap de longévité
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1.5 Synthése

7

L’étude réalisée dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la norme prudentielle
Solvabilité II. Plus précisément, elle porte sur I’étude de portefeuilles de rentes
viagéres en Angleterre et au Pays de Galles, pour lesquels les assureurs et les
fonds de pension font face au risque de longévité. Pour mieux maitriser ce risque,
ces derniers peuvent opter pour des solutions de couverture de type réassurance.
Parmi les différents mécanismes de couverture possibles, on travaille uniquement
sur des swaps de longévité. Pour ce type de couverture, le risque de longévité est
porté par le réassureur. L’enjeu réside donc, pour le réassureur, dans la mise en
place de tables de mortalité prospectives Best Fstimate adaptées aux portefeuilles.
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Chapitre 2

Modélisation du risque de longévité

L’évaluation du risque de longévité repose sur la mise en place de tables de mortalité

prospectives obtenues a ’aide d’'un modéle prospectif de mortalité, dont la référence est
le modéle de Lee-Carter.
On distingue deux types de tables de mortalité : les tables du moment et les tables
prospectives. Les tables du moment offrent une vision & un instant ¢ de la mortalité
tandis que les tables de mortalité prospectives permettent de tenir compte des évolutions
de la mortalité au cours du temps. On porte ici une attention particuliére a la construction
des tables de mortalité prospectives.

2.1 Les tables de mortalité prospectives

Contrairement aux tables du moment, les tables prospectives prennent en compte
I’évolution de la durée de vie au cours du temps. Par exemple, 'espérance de vie a 65 ans
en Angleterre et au Pays de Galles a considérablement augmenté depuis 1950. En 1950,
I’espérance de vie & 65 ans était d’environ 12 ans. Depuis lors, 'espérance de vie a 65
ans a augmenté pour atteindre environ 20 ans. Cette augmentation est principalement
due aux progrés de la médecine et des conditions de vie. Cet allongement de ’espérance
de vie résiduelle a un impact important pour les portefeuilles de rentes viagéres.

Pour mettre en place des modéles prospectifs de mortalité, les méthodes usuelles
reposent sur un ajustement des tendances passées qui sont ensuite extrapolées dans le
futur.

2.1.1 Notations

Pour décrire ces méthodes, il convient d’introduire les quantités permettant de décrire
la mortalité en fonction de I’age = et de 'année ¢. [2]|3]

Soit T' la variable aléatoire qui décrit la durée de vie d’un individu définie sur un
espace probabilisé (2, F,P).

Le taux de mortalité g,; se définit comme la probabilité qu’un individu d’age x a
I'instant ¢ décéde durant U'intervalle [t, ¢+ 1[. La probabilité de survie d’un individu d’age
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2 )4 3 . —_ J—
x entre les années ¢ et ¢ + 1 s’écrit alors : pyt = 1 — qg 4.
Ensuite, le taux de décés brut m, ; a I’age x durant 'année ¢ se calcule comme suit :

S8

x,t
c
x,t

Myt =
e
ou :
- dg+ correspond au nombre de décés durant 'année ¢ d’individus d’age x a leur
dernier anniversaire,
- €3 correspond au temps total vécu par les personnes d’age = durant l'année ?.
On parle d’exposition centrale au risque.
Pour terminer, la force de mortalité u, se définit comme le taux instantané de mor-
talité :

P(T € [,z + dz]|T > x)
dx

En réalité, la force de mortalité évolue en fonction du temps. En effet, puisque z = t—c
ou t désigne année et ¢ 'année de naissance (ou cohorte), la force de mortalité a un age
x fixé n’est pas la méme dans le temps. Pour prendre en compte cet effet générationnel,
la formule de la force de mortalité ji, ¢ devient :

Kz =

P(T(c) € [z, z + dx]|T(c) > x)
Hxt = Mz ztc = d

Les quantités m ; et g, sont trés proches en pratique.
En supposant 'hypothése suivante vérifiée :
V($, t) € RQ,V(ZL‘O, tO) € [07 1[27 Hatxg,t+tg = Mt

alors on obtient :

Myt = Hat

et :

Qg =1—e Mot =1—e Mot

Cette hypothése permet de simplifier la mise en place de modéles prospectifs de
mortalité et facilite le passage d’une quantité a I’autre.

2.1.2 Diagrammes de Lexis

Pour mieux visualiser les individus & prendre en compte dans le calcul d’un taux de
déces, on peut utiliser les diagrammes de Lexis. [2][3]

Dans un diagramme de Lexis, une droite modélise la durée de vie d’'un individu né a
I’age 0 'année c et décédé a I’age x 'année ¢.

Mémoire EURIA


http://www.univ-brest.fr/index.php?page=affiche_composante&object=euria

2.1. LES TABLES DE MORTALITE PROSPECTIVES 11

FIGURE 2.1 — Trajectoire d’un individu sur le diagramme de Lexis

Nous avons alors la relation suivante : t — z = c.
Pour calculer un taux de décés a I’age x I'année t, il faut prendre en compte les
individus qui atteignent le rectangle [t,¢ + 1[x[x,z + 1][.

A

r+1 //

t+1

FIGURE 2.2 — Visualisation du taux de décés instantané a l'aide du diagramme de Lexis

Cette estimation concerne les individus issus des générations ¢ — 1 et c¢. L’exposition
E, correspond alors au temps total passé par les individus des générations ¢ — 1 et ¢
dans le rectangle [t,t + 1[x[x,z + 1[, de couleur verte dans le graphique précédent.

On notera :
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- E;c le temps que passent les individus de la génération c¢ dans le rectangle
[t,t + 1[x[z,x + 1][;
- Dyt le nombre de déceés parmi les individus de la génération ¢ a I’age x durant
I’année ¢ ;
L’exposition E,; de la classe d’age x dans I'année ¢ se calcule alors comme suit :

Ex,t = E:L‘,t,c—l + Ex,t,c
Le nombre de décés satisfait pour sa part l’identité suivante :
Dac,t = Dm,t,c—l + Daz,t,c

On peut ainsi calculer un taux de décés instantané pour I’année t et la classe d’age x :

Dac,t

ﬂw,t = Ef

x,t

2.2 Les modéles de mortalité GAPC

Le modéle de Lee-Carter, développé par les démographes américains Ronald D. Lee
et Lawrence Carter en 1992, est devenu une référence pour la construction de tables
de mortalité prospectives. Depuis sa création, des variantes et des améliorations ont été
proposées pour prendre en compte des facteurs additionnels tels que les effets de cohorte.
Ces modeéles font partie de la classe de modéles GAPC (Generalized Age-Period-Cohort),
modéles stochastiques généralisés de mortalité dge-période-cohorte, qui sont décrits dans
larticle [4] Villegas et al. (2018). Cette description des modéles GAPC a également été
reprise dans le cadre d’un mémoire par A. Elfassihi. 5] Les modéles GAPC se composent
de quatre éléments :

e 1. La composante aléatoire : la variable aléatoire D, ; suit une distribution de Pois-
son ou une distribution binomiale :

- C
Dy ~ Poisson(Eg piz.t)
ou

Dy~ Binomiale(Eg’t, Qa,t)

ou Ej;, correspond a l'exposition centrale au risque et Eg’t correspond & l'exposition
initiale au risque. Les variables (D) sont supposées indépendantes. Cette hypothése
permet d’utiliser le principe de maximum de vraisemblance et facilite la mise en place
de modéles de mortalité.

Dans cette étude, on calibrera différents modéles qui utilisent I’hypothése de distribution
de Poisson.
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e 2. La composante systématique : les effets de ’age x, de 'année ¢ et de 'année de
naissance (cohorte) ¢ =t — x sont reflétés par un prédicteur 7, ; donné par :

N
Neit = Oy + Z 65’{1]: + ﬁg%ﬂ:
k=1

ou :
- «ay désigne le paramétre lié a I’age x.
/{f, k € [1, N] désigne le paramétre lié a la période. Il décrit I’évolution générale
de la mortalité.
- Yi—g est le paramétre 1ié & la cohorte.
- 8% k€ [1,N] et 89 sont des paramétres liés & la sensibilité des paramétres s} et
Y, respectivement, en fonction de 1'age x.

Projeter un modéle GAPC revient & projeter les processus (xf) et (y,—z).

e 3. La fonction de lien : Notée g, elle est associée & la composante aléatoire et a la
composante systématique selon la relation suivante :

D:c,t

E
g( (Em

) = Na,t

Un certain nombre de fonctions de lien sont possibles mais on utilise souvent des
fonctions de lien dites “canoniques”. La distribution de Poisson est par exemple associée
& la fonction de lien logarithmique.

e 4. [’ensemble de contraintes sur les paramétres : pour garantir 'unicité d’un mo-
déle GAPC, il est nécessaire de poser des contraintes sur les paramétres. Pour permettre
cela, une fonction de contrainte v transforme un vecteur quelconque de paramétres

1 N 1 N 0
6 = (al‘v xv"‘vﬂ:p y Rty ooy By 75:57’715—33)

en un vecteur transformé
o ~ 21 AN ~1 ~N 30 =
9:’0(6) = <Oé$, xv"'uﬁx 7"£t7"'7"€t 76x77t—a:)

qui satisfait les contraintes du modéle. Cette transformation n’a aucun effet sur le pré-
dicteur 1, (i.e. 0 et 0 donnent le méme Na,t)-

Parmi les modéles GAPC qui existent, on retient quatre de ces modéles de mortalité :
deux de ces modéles incorporent des effets cohorte tandis que les deux autres ne tiennent
pas compte de cet effet. Ces modéles ont été retenus pour leur simplicité d’interprétation
et d’implémentation.
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2.2.1 Le modéle de Lee-Carter log-Poisson

Le modéle de Lee Carter s’écrit :
In ﬂx,t = g + Beky + Ext

ou l'aléa représenté par les €, est supposé homogene (hypothése d’homoscédasticité).
En général, ceci ne s’observe pas sur des données réelles. En réalité, la variance des taux
de décés augmente considérablement pour des ages élevés. Le modéle log-Poisson, appelé
modéle M1, modifie le modéle de Lee-Carter pour I'adapter & cette problématique. L’idée
est de modéliser le nombre de décés D ; par une loi de Poisson, en utilisant la fonction
de lien logarithmique appliquée a la force de mortalité p, ;. Le prédicteur 7, s’écrit :

1,.1
Net = Oy + 67;’%15

Pour projeter la mortalité future, la série des (x;) est modélisée par un processus ARIMA
(Auto-Regressive Integrated Moving Average). En régle générale, une marche aléatoire
avec dérive permet d’obtenir des résultats satisfaisants :

A/{tl:ﬁ%—/itl_lz,u—l—&t,5tNN(0aU£)

oll i est le paramétre de dérive et &; est un bruit blanc gaussien de variance o2.

Le modéle de Lee-Carter n’est pas identifiable de facon unique puisque pour toutes
constantes réelles ¢ et co # 0, les paramétres peuvent étre transformés de la maniére
suivante :

ﬁl
(aﬂc, ;a ﬁtl) — (ax + clﬁ;a é,CQ(Iitl — Cl))

tout en donnant le méme prédicteur 7, ;. Afin d’assurer 'identifiabilité du modéle, les
contraintes suivantes sont posées :

Y Br=1, > k=0
x t

Ces contraintes peuvent étre respectées en posant :
1
1 1
cl:EE K s CQZEBQC.
t x

2.2.2 Le modéle de Renshaw-Haberman

Renshaw et Haberman généralisent le modéle de Lee-Carter et incluent un effet co-
horte. Ce modéle est également connu sous le nom de modéele M2 et s’écrit :

Nat = Qg + B;’i% + /Bg%—x

ol ;—, est un paramétre spécifique & la cohorte.
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Les processus (ki) et (74—,) sont modélisés par des processus ARIMA, en faisant
I’hypotheése que ces deux processus sont indépendants. Afin d’estimer le modéle, Renshaw
et Haberman supposent que le nombre de décés suit une loi de Poisson et utilisent donc
la fonction de lien logarithmique appliquée a la force de mortalité ji, ;. Le prédicteur 7,
est invariant par rapport a la transformation suivante :

Ba Jo5
(aryﬁiﬂ'i%?Bg?’Yt—m) (ax + 6161 + c2 O g 03( 1 — Cl): 5764(%5—&7 - 02))

ou c¢1,c9,c3 # 0, et ¢4 # 0 sont des constantes réelles. Afin d’assurer I'identifiabilité
du modeéle, les contraintes suivantes sont posées :

dBi=1, > wr=0, Y =1 > yp=0.
T t x k

Ces contraintes peuvent étre respectées en posant :

= 2w e= iy (S @=Lk a-X

Le modéle M2 est réputé pour étre comphque a calibrer. Un modéle simplifié consiste
a poser BY = 1. Le modéle s’écrit alors :

Nat = Oy + B;:H% + Vt—z

Ce modeéle a été suggéré par Renshaw et Haberman (2011) [6] afin de simplifier la struc-
ture du modéle et améliorer sa stabilité.

Dans la suite, lorsque nous ferons référence au modéle de Renshaw-Haberman, c’est a ce
modéle simplifié que 'on fera allusion.

2.2.3 Le modéle Age-Period-Cohort
Pour simplifier davantage le modéle de Renshaw-Haberman, Currie propose de poser
Bl =1 et B2 = 1. Le modéle obtenu est appelé modéle APC (Age-Period-Cohort) ou
modeéle M3. 11 s’écrit :
Net = Oy + Htl + Vi—z
Le prédicteur 7, est invariant par rapport aux deux transformations suivantes :
(s Kt Veez) = (Qa + 1 — Pox, kiy + Pot, y—p — By — Dot — )
(s Kt Vi—z) = (0 + €1, K} — €1, Yt—2))

ou ¢y, ®1 et @5 désignent des constantes réelles. Afin d’assurer l'identifiabilité du
modéle, les contraintes suivantes sont posées :

D rt=0, > =0 > ky=0.
t k k
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Ces contraintes peuvent étre respectées a l’aide d’une régression de 7, en fonction de
c=t—x:
Yo =B + Poc + €. , €. ~ N(0,07) iid.

puis en posant :

2.2.4 Le modéle de Cairns-Blake-Dowd

Cairns et al. proposent un modéle avec deux effets période, modulés par les paramétres
Bl =1et 2 = x — 7. Le modéle obtenu est appelé modéle CBD (Cairns-Blake-Dowd)
ou modéle M5. 11 s’écrit :
ey = Ky + (x — T)K}
ol T est 1’Age moyen de la plage d’ages considérée. Les processus (k;) et (k?) sont
modélisés par des marches aléatoires bivariées avec dérive. Le modéle CBD n’a pas de
probléme d’identification et donc aucune constrainte sur les parameétres n’est nécessaire.

Calibration des modéles

Pour calibrer les modéles évoqués précédemment, les paramétres sont estimés en maxi-
misant la log-vraisemblance associée & 1'aide de I'algorithme de Newton-Raphson. Tous
les modéles sont calibrés en supposant que les décés suivent une loi de Poisson. La log-
vraisemblance associée s’écrit alors :

log(ﬁ(dx,ta Cz:r:,t)) = Z Z dx,t log(dx,t) - CZCC,t - 10g(d:c,t!)
x t

Pour calibrer les modéles évoqués précédemment, on utilise le package R StMoMo.

Comparaison des modéles

L’objectif de cette partie est de déterminer le modéle qui sera retenu parmi les modéles
présentés précédemment pour mettre en place une table de mortalité prospective sur la
population nationale. Les modéles sont calibrés & partir des données HMD de la popula-
tion anglo-galloise sur la période allant de 1950 & 2020, pour la tranche d’age 65-90 ans,
tranche d’age pour laquelle 'exposition est généralement la plus élevée pour les contrats
de rentes viagéres.

Pour comparer les différents modéles, on utilise en premier lieu des critéres de vraisem-
blance pénalisée : I’AIC (Critére d’Information d’Akaike) et le BIC (Critére d’Information
Bayésien). Ces indicateurs associent au critére du maximum de vraisemblance, une pé-
nalisation par le nombre de paramétres du modéle. Ainsi, ils permettent de trouver un
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compromis entre complexité et qualité du modéle. L’AIC et le BIC s’écrivent :
AIC = 2k — 2log(L)
BIC = log(N)k — 2log(L)

ou k désigne le nombre de paramétres du modeéle, N le nombre d’observations et L la
vraisemblance du modéle. Le "meilleur modéle" est celui pour lequel ces critéres sont
minimisés.

Le tableau 2.1 ci-dessous fournit les valeurs du nombre de paramétres, de 'AIC et
du BIC obtenus pour les modéles étudiés. Le modéle de Renshaw-Haberman semble étre
le modéle le plus performant, pour les femmes et pour les hommes. Malgré le nombre
important de paramétres utilisés, ce modéle a le plus faible BIC, ce qui témoigne d’un
bon compromis entre complexité et qualité du modéle.

Modéele Sexe Nombre de parameétres AIC BIC
M1 F 120 30 776.74 31 437.54
M1 H 120 30 393.70 31 054.49
M2 F 213 23 268.66 24 441.56
M2 H 213 23 034.20 24 207.11
M3 F 188 30 624.51 31 659.75
M3 H 188 26 339.04 27 374.28
M5 F 140 32 155.88 32 926.80
M5 H 140 29 859.25 30 630.17

TABLE 2.1 — Valeurs du nombre de paramétres, de I'AIC et du BIC pour les modéles
M1, M2, M3 et M5 calibrés sur les données HMD de la population anglo-galloise sur la
période 1950-2020 pour la tranche d’age 65-90 ans pour les femmes et les hommes

Par ailleurs, pour évaluer la qualité des modeéles, il est nécessaire d’effectuer une
analyse des résidus associés. Si les résidus présentent une structure réguliére, cela indique
que le modéle est incapable de décrire correctement les caractéristiques des données. Le
package StMomo permet d’obtenir les résidus de déviance normalisés 7, ; définis par :

A d t
Tyt = sign(dy s — dyt) M

¢

dy .
dev(z,t) = 2(dy log(d LY — (dgt — day))

xt
b= ﬁ zx: Et:dev(:c,t)

avec IN le nombre d’observations et k le nombre de paramétres.

ou

Les figures 2.3, 2.4, 2.5 et 2.6 ci-dessous permettent de visualiser les résidus obtenus
pour les différents modeéles testés.
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FIGURE 2.5 — Résidus obtenus avec le modéle APC
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FIGURE 2.6 — Résidus obtenus avec le modéle de CBD

Les différentes figures montrent que les résidus des modéles de Lee-Carter, APC
et CBD possédent une structure non-aléatoire, contrairement au modéle de Renshaw-
Haberman pour lequel les résidus sont raisonnablement aléatoires. Les modéles de Lee-
Carter et CBD, qui n’intégrent pas d’effet cohorte, présentent des structures diagonales
trés marquées, indiquant 'incapacité de ces modéles a décrire les effets cohorte carac-
téristiques de la population anglo-galloise. Le modéle APC présente lui des clusters de
résidus que 1’on peut expliquer par la non-prise en compte des améliorations de mortalité
qui varient avec 1’age.

A T’issue de ces analyses, on retiendra donc le modéle de Renshaw-Haberman
pour construire nos tables de mortalité prospectives.

2.3 Les tables de mortalité prospectives d’expérience

Le choix d’'un modéle prospectif de mortalité permet de gérer le risque de tendance.
Néanmoins, il est également nécessaire de considérer le risque de base. Pour cela, on
construit des tables de mortalité prospectives d’expérience. Les tables de mortalité d’ex-
périence se basent sur la mortalité observée sur un portefeuille. Pour construire une telle
table, on distingue deux étapes : [3]

- l'estimation de taux bruts par age et génération,
- puis 'ajustement de ces taux bruts a un modéle paramétrique.

On distingue deux principaux types de modéles : [7][8]
- les modéles de construction "intrinséque" ;
- les modéles utilisant une référence externe de mortalité.

Le choix du type de modéle retenu se fait souvent en fonction de la profondeur et
du volume des données disponibles. Lorsque les données sont suffisamment riches, on
privilégie les modéles de construction "intrinseque" pour refléter au mieux la mortalité
du portefeuille. En pratique, les données sont trés souvent insuffisantes et il est alors
nécessaire de positionner la mortalité du portefeuille par rapport & une référence externe.
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2.3.1 L’approche intrinséque

L’approche intrinséque consiste a calibrer un modéle prospectif de mortalité en se
basant uniquement sur les taux bruts de mortalité obtenus a partir du portefeuille étudié.
Cette approche, bien qu’elle soit la plus adaptée pour aboutir & une projection "réaliste"
quant a I’évolution de la mortalité du portefeuille, se heurte souvent a des problématiques
de données trop restreintes. En effet, si on utilise un modéle GAPC par exemple, on
considére généralement qu’avec une période de calibration de N années, il est possible de
projeter les probabilités de décés & un horizon % Dans notre cas, on dispose de 5 années
d’observation. On préfére donc 'approche a référence externe.

2.3.2 L’approche a référence externe

L’approche a référence externe consiste a positionner la mortalité du portefeuille étu-
dié par rapport & une table de mortalité de référence. Dans notre cas, on construira
ces références de mortalité & partir des données HMD, a partir du modéle de Renshaw-
Haberman. Ces tables de mortalité permettent d’extrapoler la potentielle dérive de mor-
talité future. On peut alors les utiliser de deux maniéres différentes :

- on peut appliquer directement les dérives de mortalité a une table du moment,

- ou bien il est possible de supposer I'existence d’une relation fonctionnelle entre les
populations de référence et celle issue du portefeuille afin d’extrapoler facilement
les taux de mortalité futurs :

F(are) = 90(d))
ou :
- Qut et q;if correspondent respectivement aux probabilités de décés pour la popu-

lation issue du portefeuille et celle de référence a I’age = et ’année ¢ ;

- f et g sont des fonctions;

- 6 correspond aux paramétres de calibration. Pour effectuer la calibration, on uti-
lise le plage = X t commune aux deux populations.

La principale difficulté associée a ce sujet concerne la construction de la table de
mortalité prospective de référence. En effet, les données COVID-19 imposent une réflexion
quant aux méthodes classiquement utilisées pour construire des références de mortalité.
Nous verrons par la suite en quoi le COVID-19 a un impact sur les modéles utilisés
aujourd’hui et quelles solutions il est possible d’envisager pour pallier ce probléme.

2.4 Meéthodologie actuelle

Au sein de I’équipe Longévité, deux types de tables sont utilisés : une table du moment
et une table qui regroupe les améliorations de la mortalité (c’est-a-dire les réductions
annuelles des taux de mortalité). La table du moment utilisée est soit une table développée
en interne par d’autres équipes, soit une table parmi celles mises & disposition par le

Mémoire EURIA


http://www.univ-brest.fr/index.php?page=affiche_composante&object=euria

2.4. METHODOLOGIE ACTUELLE 21

Continuous Mortality Investigation (CMI) pour les compagnies d’assurance ou les fonds
de pension. Les améliorations de mortalité futures sont calibrées a partir du modéle du
CMI et ajustées par avis d’expert.

L’équipe Longévité de Partner RE travaille sur un nombre important de portefeuilles
de rentes dans le cadre de swaps de longévité. Un peu plus de la moitié d’entre eux a un
historique de plus de 7 ans. Pour ces portefeuilles, la table de mortalité du moment est
réajustée selon l'expérience observée grace a ce qu’on appelle une analyse d’expérience.
Nous reviendrons sur ce processus dans le chapitre 6 du mémoire. Pour les autres, la table
du moment est celle qui a été choisie a ’entrée en vigueur du traité. Le risque associé
au calcul des provisions est donc plus important pour ces traités. Les améliorations de
mortalité, elles, sont mises & jour annuellement, & I’aide du modéle du CMI. Le CMI est un
organisme de recherche de I'Institut des Actuaires au Royaume-Uni. Cet organisme a été
mis en place en 1924 et meéne des recherches sur la mortalité et la morbidité. [9] Chaque
année, le CMI met & disposition des régimes de retraite et des compagnies d’assurance
britanniques un modéle de mortalité afin de les aider & mettre en place leurs hypothéses
de mortalité prospective. Le modéle du CMI prévoit des améliorations de la mortalité
& ’aide d’une interpolation entre les améliorations actuelles de la mortalité et les taux
d’amélioration & long terme qui sont déterminés par avis d’expert par l'utilisateur. Les
améliorations actuelles de la mortalité sont calibrées sur des données historiques pour
la population générale, mais les utilisateurs sont encouragés & envisager d’ajuster les
paramétres du modéle afin qu’il refléte la population spécifique pour laquelle ils I'utilisent.
Les paramétres clés du modéle sont les suivants :

- les taux initiaux additionnels d’amélioration de la mortalité (notés A) : ce para-
métre permet d’ajuster les améliorations récentes de la mortalité pour refléter la
mortalité de la population étudiée. Trés souvent, on choisit A > 0, ce qui revient
& supposer que la population étudiée connait des améliorations de la mortalité
plus importantes que la population générale.

- les taux a long-terme d’amélioration de la mortalité (notés LTR, pour Long Term
Rate) : ce paramétre est calibré par avis d’expert par I'utilisateur, selon sa vision
de la mortalité a long terme.

- le paramétre de lissage (noté S,) : ce parameétre refléte 'importance accordée aux
données historiques. Un paramétre de lissage élevé signifie que ’'on accorde moins
d’importance aux données historiques.

D’autres paramétres permettent de choisir la vitesse et la forme de la convergence
entre les taux initiaux et long-terme d’amélioration de la mortalité. Suite a I’épidémie de
COVID-19, le CMI a décidé d’introduire un parameétre supplémentaire dans son modéle
de projection : le paramétre de poids. [10] Ce nouveau paramétre introduit dans le modéle
"CMI 2020" permet aux utilisateurs du modéle de modifier le poids accordé aux données
de mortalité d’une ou de plusieurs années dans les calculs. Par défaut, ce poids est fixé a 1
mais le CMI préconise d’affecter un poids nul aux années 2020 et 2021 du fait du caractére
exceptionnel de la mortalité observée pour ces années. D’aprés le CMI, il est peu probable
que cette mortalité impacte la mortalité future. Néanmoins, dans la derniére version du
modele, le "CMI 2022", le CMI suggére d’utiliser un poids de 25% pour année 2022.
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Bien que la mortalité en 2022 ait également été supérieure aux niveaux pré-pandémiques,
elle a été moins volatile et pourrait étre indicative de la mortalité future dans une certaine
mesure. Cependant, le CMI encourage les utilisateurs & envisager d’autres calibrations
ou d’autres modéles pour mettre en place les hypothéses de mortalité.

L’enjeu de ce mémoire est double. Le premier objectif est de capitaliser sur
I’expérience observée de nos portefeuilles matures pour construire une table
de mortalité du moment interne a4 notre équipe, ce qui n’a jamais été fait
jusque la. Le second objectif porte sur la mise en place d’un modéle de mor-
talité nous permettant de calibrer les taux de mortalité futurs de ’ensemble
de nos portefeuilles. Comme nous ’avons vu, le modéle du CMI commence
a montrer ses limites. Le CMI encourage le développement de nouveaux mo-
déles. C’est pourquoi nous avons décidé de nous tourner vers des modéles
plus "traditionnels" introduits précédemment : les modéles stochastiques de
mortalité.

2.5 Meéthodologie envisagée

L’objet de cette étude est multiple : d’une part, il s’agit de mettre en place une table
du moment représentative de I'expérience de nos propres portefeuilles ; d’autre part, cette
étude permettra de développer de nouveaux modéles, plus "traditionnels", afin d’instau-
rer une discussion autour des modéles de projection au regard des données COVID-19,
ce qui permettra par la méme occasion d’enrichir notre connaissance de la mortalité de
la population étudiée.

La construction de tables d’expérience prospectives se décomposera en deux étapes :

1. La construction, avec le modéle de Renshaw-Haberman pour lequel on teste diffé-
rentes projections sur les données HMD, de tables de mortalité prospectives de référence.

2. Le positionnement des données d’expérience de 7 portefeuilles de rentes viagéres
par rapport aux tables de référence HMD via une régression linéaire du logit des taux.

Le schéma ci-dessous résume la démarche qui sera adoptée pour construire les tables
de mortalité prospectives d’expérience :

Données HMD Données Partner RE

Régression logistique
des taux lissés sur les

Taux de mortalité taux HMD Taux de mortalité
historiques année N lissés année N
Parametres obtenus a
l'issue de la régression
Taux de mortalité Taux de mortalité
années > N années > N

FIGURE 2.7 — Méthode de construction des tables de mortalité prospectives d’expérience
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2.6 Synthése

r

Pour construire des tables de mortalité prospectives d’expérience, 'approche la
plus commune consiste a calibrer des tables de mortalité sur la population géné-
rale pour laquelle on dispose d’un historique important. Ensuite, pour tenir compte
de la mortalité spécifique des populations rentiéres, on procédera & un ajustement
par régression linéaire du logit des taux de mortalité a partir de données de porte-
feuilles. Plusieurs modéles peuvent étre utilisés pour mettre en place des tables de
mortalité prospectives sur la population générale, la référence étant le modeéle de
Lee-Carter. Dans le cas de I’Angleterre et du Pays de Galles, nous avons vu que le
modéle de Renshaw-Haberman s’adapte le mieux aux données parmi les modéles
testés. Cependant, nous verrons que la projection du modéle dans le temps néces-
site une réflexion importante, notamment du fait de la pandémie de COVID-19.

Amin Ouhammou



24

CHAPITRE 2. MODELISATION DU RISQUE DE LONGEVITE

Mémoire EURIA


http://www.univ-brest.fr/index.php?page=affiche_composante&object=euria

Chapitre 3

Etude de la mortalité en Angleterre
et au Pays de Galles

Avant d’envisager la construction des tables de mortalité de référence HMD, on com-
mence par étudier la mortalité en Angleterre et au Pays de Galles. Aprés une étude des
tendances historiques de mortalité, on se focalisera sur les récentes tendances de mortalité
a laide des données STMF ainsi que celles de I’'ONS.

3.1 Les impacts de ’age, du sexe et du temps sur la morta-
lité

Dans cette partie, il sera question d’analyser la dynamique de mortalité en Angleterre
et au Pays de Galles en fonction de 1’age, du sexe et du temps.

Impact de ’age

La figure 3.1 représente la force de mortalité p, ainsi que son logarithme log(u,) en
fonction de I'aAge en 2019. On observe, d’une part, une croissance exponentielle de la force
de mortalité en fonction de ’Age. L’analyse du logarithme de la force de mortalité est plus
complexe. L’interprétation de l'effet de I’age met en évidence différents phénomeénes :

- La mortalité infantile : on observe une surmortalité a ’age 0.

- Un creux de mortalité durant ’enfance avec notamment une mortalité qui décroit
de la naissance jusqu’au début de ’adolescence.

- Une surmortalité entre 18 et 25 ans, connue sous le nom de bosse des accidents,
assez peu marquée en 2019.

- Une augmentation quasi-linéaire (en échelle logarithmique) de la mortalité avec
I’age chez les adultes.
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FIGURE 3.1 — Force de mortalité de la population totale (a gauche) et son logarithme (&
droite) en fonction de I’age en 2019 - données HMD

Impact du sexe

La figure 3.2 représente la force de mortalité p, ainsi que son logarithme log(p,)
en fonction de I'age et du sexe en 2019. Le logarithme de la force de mortalité permet de
constater un niveau de mortalité plus faible pour les femmes pour tout dge, avec un écart
important au niveau de la bosse des accidents qui est plus marquée chez les hommes.
On remarquera que 1’écart de mortalité entre les deux sexes semble converger vers 0 &
mesure que I’dge augmente.
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FIGURE 3.2 — Force de mortalité de la population anglo-galloise (a gauche) et son loga-
rithme (& droite) en fonction de 'age et du sexe en 2019 - données HMD

Impact du temps

L’effet du temps a eu un impact majeur sur la mortalité. Cet effet peut étre décomposé
en deux parties :
e Une tendance long-terme traduisant 'impact graduel des progrés de la médecine et des
changements du mode de vie de la population.
e Un terme de pure volatilité représentant les fluctuations annuelles de la mortalité liées
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aux guerres, épidémies, vagues de froid et canicules.

La figure 3.3 représente le logarithme de la force de mortalité en fonction de I’age et
du sexe sur la période 1900-2020. Elle permet d’observer une diminution globale de la
mortalité au cours du temps. La vision en 3D de la mortalité permet de mieux distinguer
la bosse des accidents chez les hommes, moins marquée chez les femmes. Elle permet
également de relever I'instabilité des taux de décés aux grands ages. En outre, ces figures
permettent de rendre compte de I'impact des divers événements catastrophiques qui ont
eu lieu, tels que les guerres mondiales (1914-1918 et 1939-1945) ou encore la pandémie
de grippe espagnole de 1918. On constate que les hommes 4gés de 18 a 45 ans ont été
trés impactés par ces événements puisqu’ils ont été les acteurs majeurs des deux guerres
mondiales notamment. Pour terminer, on peut également observer certains effets diago-
naux mais il est compliqué d’associer les effets en question aux générations concernées.
Ce type de graphes n’est pas adapté pour I'observation de ces effets dits de cohorte.

(xney)6o|
(xne;) 6o}

40

20

Age

FIGURE 3.3 — Logarithme de la force de mortalité des femmes (& gauche) et des hommes
(& droite) en fonction de ’age sur la période 1900-2020 — données HMD

3.2 Une vision plus fine de la mortalité

Afin d’avoir une vision plus précise de la mortalité, on travaille plutét sur les amé-
liorations brutes de mortalité. Les améliorations brutes de mortalité a ’age x entre les
années t et t 4+ 1 s’écrivent :

La figure 3.4 représente les améliorations de mortalité par sexe pour les dges compris
entre 0 et 90 ans sur la période 1900-2020. [11] Pour mieux déceler les différents phéno-
ménes historiques ayant impacté la mortalité, on pourra se référer a la figure 3.5 qui lisse
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ces améliorations brutes de mortalité & I'aide d’un modéle APC (modeéle M3). Les figures
3.4 et 3.5 permettent d’observer des effets verticaux ainsi que des effets diagonaux. Les
effets verticaux correspondent notamment aux événements catastrophiques comme les
guerres mondiales. On peut notamment remarquer la dégradation de la mortalité pour
les hommes agés entre 18 et 45 ans lors des deux guerres mondiales. Par ailleurs, on
peut distinguer différents effets diagonaux. Certaines générations ont par exemple souf-
fert des conséquences de la guerre, comme cela semble étre le cas pour la génération 1918.
D’autres générations ont connu des améliorations de mortalité trés importantes, comme
c’est le cas des générations nées aprés 1980 ou encore la génération 1925-1945, appelée
communément la "golden cohort". R.C. Willets [12]| analyse cet effet et tente d’appor-
ter des éléments d’explication & ce phénoméne. Plusieurs facteurs pourraient expliquer
I’amélioration de la mortalité de la "golden cohort" :

- Les individus de cette génération n’ont participé & aucun conflit mondial puisque
la deuxiéme guerre mondiale a commencé en 1939 donc les individus nés en 1925
n’avaient que 14 ans au début de la guerre.

- Le régime alimentaire des individus de cette génération était beaucoup plus équi-
libré que celui des autres générations. En effet, le régime alimentaire des années
1950 était principalement composé de pain et de 1égumes tandis qu’a partir des an-
nées 1990, la consommation croissante de sucre et de boissons gazeuses a dégradé
les apports nutritionnels nécessaires a la santé des jeunes enfants.

- Les années 1940 ont été une période de bouleversement social au Royaume-Uni,
notamment au travers de I’ Education Act, acte parlementaire britannique voté en
1944 qui garantit la mise en place d'un systéme éducatif gratuit et obligatoire
jusqu’a ’age de 15 ans.

- La consommation de tabac aurait également eu un réle & jouer sur ce phénoméne.
En effet, la génération autour des années 1920 a pu participer a la deuxiéme guerre
mondiale durant laquelle les cigarettes étaient distribuées gratuitement. Ayant pris
I’habitude de fumer, cette génération n’aurait pas baissé sa consommation au fil
du temps. A contrario, la génération qui est née autour des années 1940 a atteint
I’age adulte dans une période ot les effets néfastes du tabagisme ont commencé
& étre mis en évidence, ce qui a entrainé une consommation réduite des individus
de cette génération.
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FIGURE 3.4 — Améliorations de mortalité brutes en fonction de I’age sur la période 1900-
2020
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3.3 Focus sur les récentes tendances de mortalité

Alors que la mortalité a eu tendance & diminuer au cours des derniéres décennies,
elle a subi une augmentation significative depuis la pandémie de COVID-19 en 2020. Ce
changement de tendance a été suivi de prés par différents organismes. Parmi eux, les
équipes de la Human Mortality Database (HMD) ou encore 'ONS (Office for National
Statistics) ont publié des analyses hebdomadaires et mensuelles de la mortalité ces der-
niéres années. Une étude de ces données permet de mieux appréhender les impacts qu’a
engendrés la crise du COVID-19.

3.3.1 Analyse de I’excés de mortalité sous le prisme des données STMF

En mai 2020, suite & la pandémie de COVID-19, I'équipe de la HMD a créé une
nouvelle ressource de données ouverte au public sur la mortalité hebdomadaire : la série
de données sur les Short-term Mortality Fluctuations (STMF). Cette base de données
contient les nombres de décés hebdomadaires par sexe et par catégorie d’age. Pour la
population anglo-galloise, ces données s’étendent de janvier 2010 a aujourd’hui.

A laide de ces données, le but est de mettre en évidence I'excés de mortalité des
trois derniéres années. On ne s’intéressera qu’a ’excés de mortalité total, sans prendre
en compte les facteurs age et sexe. La figure 3.6 compare les décés hebdomadaires de
référence aux décés hebdomadaires des années 2020, 2021 et 2022 calculés pour I’ensemble
de la population. Pour calculer les décés de référence, on s’inspire d’une méthode de
calcul utilisée par I’'ONS [13] : on calcule chaque nombre de décés hebdomadaire comme la
moyenne des décés observés pour cette semaine sur les années 2015 & 2019. La surmortalité
observée est représentée par ’aire en jaune.
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FIGURE 3.6 — Nombre de décés hebdomadaires de référence, 2020, 2021 et 2022 pour
I’ensemble de la population - données STMF
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Ces figures permettent de mettre en évidence ’excés de mortalité observé depuis 2020.
La premiére vague épidémique qui a eu lieu en mars 2020 a semble-t-il eu le plus fort
impact sur la mortalité. Suite & ’émergence de nouveaux variants et malgré plusieurs
confinements successifs a partir de 'automne 2020, I'excés de mortalité est redevenu
important durant I’hiver 2020-2021. Suite a cet hiver, on constate une amélioration et une
stabilisation de la mortalité, bien que 'excés de mortalité post-COVID semble perdurer.

3.3.2 Analyse des facteurs liés a4 ’excés de mortalité & ’aide des don-
nées de P’ONS

L’ONS est un organisme indépendant produisant des statistiques officielles au Royaume-
Uni. Plus spécifiquement, cet organisme se charge de collecter et de publier des statis-
tiques relatives a 1’économie, a la population et & la société en général aux niveaux
national, régional et local.

L’ONS met a disposition du public des données trés détaillées concernant les excés
de mortalité en Angleterre et au Pays de Galles depuis mars 2020. Ici, on travaille sur la
base de données mise a jour le 9 mars 2023 et qui détaille les excés de mortalité observés
entre mars 2020 et décembre 2022. [14] La méthode de calcul des excés de mortalité est
relativement similaire & celle qui a été utilisée avec les données STMF. [13] Pour 2020
et 2021, la méme méthodologie a été adoptée, a savoir que la référence de mortalité est
calculée comme la moyenne des années 2015 & 2019. Pour 2022, le calcul est 1égérement
différent : la référence de mortalité est calculée comme la moyenne des données de 2016
a 2019 et de 2021.

Pour mieux comprendre les impacts liés & ’excés de mortalité de ces derniéres années,
on utilise cette base de données de ’'ONS. Contrairement a la base de données STMF,
cette base est plus riche. Les données se présentent sous la forme de plusieurs dizaines de
fichiers Excel. Chaque fichier Excel contient des tables avec des nombres de décés selon
différentes variables : catégorie d’age, zone géographique, maladie, indice de précarité
etc. Avant d’étudier ces différents impacts, un retraitement des données est effectué : les
données sont agrégées par année. On notera que les données de I’année 2020 ne sont pas
complétes puisqu’elles commencent en mars 2020. Par ailleurs, les données liées & la zone
géographique ont nécessité un retraitement important afin d’agréger les données selon
une nomenclature nommée ITL 2.

Impact du sexe

Pour commencer, on s’intéresse a 'impact du sexe sur ’excés de mortalité. La fi-
gure 3.7 montre la surmortalité observée pour les hommes et les femmes par rapport aux
déces attendus, de 2020 a 2022.
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FIGURE 3.7 — Surmortalité pour les années 2020, 2021 et 2022

On observe que 'excés de mortalité touche plus fortement les hommes que les femmes.
En 2020, la surmortalité des hommes représente 58% de la surmortalité totale. En 2021

et en 2022, le pourcentage s’éléve respectivement a 66% et 64%, soit prés de % des décés
en exces.

Impact de ’age
Par ailleurs, ’age a eu un impact déterminant sur la surmortalité observée ces derniéres
années. En effet, les personnes agées ont été les plus touchées par la crise provoquée par

le COVID-19. Les figures 3.8, 3.9 et 3.10 donnent un apercu de la surmortalité observée
en 2020, 2021 et 2022 en fonction du sexe et de la catégorie d’age.
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FIGURE 3.8 — Surmortalité par sexe et catégorie d’age en 2020
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FIGURE 3.9 — Surmortalité par sexe et catégorie d’age en 2021
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FIGURE 3.10 — Surmortalité par sexe et catégorie d’age en 2022

Comme on pouvait s’y attendre, les catégories d’age les plus touchées correspondent
aux tranches d’ages les plus élevées. On notera qu’en 2022, les niveaux de surmorta-

lité restent particuliérement élevés pour certaines catégories d’age, notamment chez les
hommes.

Impact de la zone géographique

La zone géographique est également un facteur qu’il est intéressant d’étudier. Néan-
moins, avant de mettre en place des cartes permettant de visualiser la surmortalité sur
le territoire, on procéde d’abord & un retraitement des données. En effet, il est possible
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de segmenter 1’Angleterre et le Pays de Galles selon trois niveaux. De 2003 & 2020, la
nomenclature associée a ces trois niveaux avait pour sigle NUTS (Nomenclature of Ter-
ritorial Units for Statistics). Depuis le Brexit, la nomenclature NUTS a été remplacée
par la nomenclature ITL (International Territorial Level). Cette segmentation est ce-
pendant trés similaire & la précédente. L’ONS, qui utilise cette nomenclature & des fins
statistiques au Royaume-Uni, répertorie 12 régions au I'TL 1, 41 régions au ITL 2 et 179
régions au ITL 3. Les données fournies par 'ONS permettent de mettre en place des
cartographies aux niveaux ITL 1 et 3. Cependant, on souhaiterait mettre en place des
cartographies au niveau I'TL 2. Pour cela, on met en place une macro VBA sous Excel
afin de faire les regroupements nécessaires puis on récupére des fonds de carte disponibles
sur le portail ONS Open Geography de ’ONS. Par ailleurs, seuls les nombres de décés
sont fournis par ’ONS. Or, ces nombres de décés dépendent de I'exposition dans chaque
région. Ainsi, pour avoir une idée des taux de décés additionnels sur le territoire, on
divise ces nombres de décés en excés par la population de chaque région. Pour ce faire,
on se base sur des estimations de I'Institut de I’Emploi slovaque qui fournit un panel de
données* concernant le Royaume-Uni selon les différentes nomenclatures NUTS. Parmi
les données fournies, on récupére les estimations de population de chacune des régions
étudiées en 2019. Les taux de mortalité additifs calculés ne sont donc pas exacts mais
permettent d’estimer la surmortalité ramenée & la population de la région. Les figures
3.11, 3.12 et 3.13 présentent la surmortalité observée en nombre de décés et en taux de
mortalité estimé par zone géographique, de 2020 a 2022.

4

’ surmortalité
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2020 2020

FIGURE 3.11 — Surmortalité observée en Angleterre et au Pays de Galles en nombre de
déces (& gauche) et en taux de décés estimé (a droite) en 2020

* Les données sont disponibles sur le site : https://www.iz.sk/en/projects/eu-regions/UK
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FIGURE 3.12 — Surmortalité observée en Angleterre et au Pays de Galles en nombre de
déceés (a gauche) et en taux de décés estimé (& droite) en 2021
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FIGURE 3.13 — Surmortalité observée en Angleterre et au Pays de Galles en nombre de
déceés (a gauche) et en taux de décés estimé (& droite) en 2022

En termes de nombre de décés, certaines régions du Centre comme West Midlands,
Greater Manchester, West Yorkshire et Derbyshire and Nottinghamshire ainsi que Sur-
rey, Fast and West Sussex ont été particuliérement touchées en 2020. En 2021 et 2022,
on observe & peu prés les mémes tendances avec une surmortalité importante a 1'Est,
notamment dans la région Fast Anglia.

En revanche, 'analyse n’est pas la méme lorsqu’on regarde les taux de surmortalité.
On s’apercoit qu’en 2020, les régions du Nord et de ’Est ont été plus impactées par la
crise que celles du Sud-Ouest notamment. En 2021 et en 2022, les taux de surmortalité
semblent se stabiliser, avec des taux plutot élevés dans la partie axiale ainsi qu’a I’Est
du territoire.

Une cartographie avec les noms des régions présentes sur les cartes est fournie en annexe.
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Impact de la cause de décés

Bien que la majeure partie des décés en excés soit des déces liés au COVID-19, on
s’'intéresse aux causes de décés associées a la surmortalité observée. La classification
utilisée par ’'ONS est la classification ICD-10 (International Classification of Diseases)
qui est une classification internationale publiée par 'OMS (Organisation Mondiale de la
Santé) permettant de cataloguer les maladies. L’attribution des décés en excés aux causes
de maladies sous-jacentes selon la classification ICD-10 a laquelle on ajoute le COVID-19
est représentée pour les années 2020 & 2022 par les figures 3.14, 3.15 et 3.14.
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FIGURE 3.14 — Surmortalité selon la cause sous-jacente en 2020
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FIGURE 3.15 — Surmortalité selon la cause sous-jacente en 2021
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FIGURE 3.16 — Surmortalité selon la cause sous-jacente en 2022

Comme attendu, la surmortalité s’explique en grande partie par le COVID-19. On
remarque par ailleurs que la surmortalité associée aux maladies de I'appareil respiratoire
a baissé. On peut supposer que cela est di au fait qu’un grand nombre de décés liés a ce
type de maladie a été catégorisé comme un décés COVID-19 lorsque la personne atteinte
de cette maladie a contracté le COVID-19. Par ailleurs, il est a noter que la surmortalité
en 2022 n’est plus totalement causée par le COVID-19, ou du moins pas directement.
En effet, alors que 'excés de mortalité lié au COVID-19 était proche de 70 000 décés en
2020 et en 2021, on observe une chute importante en 2022 avec environ 20 000 déces.
Néanmoins, la surmortalité observée pour les autres types de maladie pourrait vraisem-
blablement s’expliquer par les effets indirects du COVID-19. En particulier, on remarque
que la surmortalité liée aux maladies cardiovasculaires a connu une forte hausse en 2022
(multiplication par 7 de la surmortalité par rapport aux années 2020 et 2021), et cela
pourrait perdurer. Des recherches a ce sujet ont été effectuées dans le service de Conseil
Interne & Partner RE afin d’étudier le potentiel impact du COVID-19 sur les maladies
cardiovasculaires. Ainsi, bien que la majeure partie des scientifiques considérent 'effet
COVID-19 comme un phénomeéne transitoire, il se pourrait que cette pandémie ait des
effets sur la santé sur le long-terme, notamment & cause du systéme de santé britannique
qui s’est fortement dégradé depuis plusieurs années. Cependant, on pourrait également
penser que le COVID-19 puisse avoir des effets bénéfiques sur la longévité humaine, no-
tamment grace a amélioration de 'hygiéne (lavage des mains plus fréquent, port du
masque etc.). Lorsqu’on est exposé au risque de longévité, on considére généralement
que le COVID-19 n’a qu’un effet transitoire sur la mortalité, de sorte & rester prudent.

Impact du niveau de précarité

Pour terminer, on s’intéresse & 'impact du niveau de précarité sur la surmortalité
observée ces trois derniéres années. Le niveau de précarité est calculé a I'aide d’un indice
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appelé 'IMD (Indices of Multiple Deprivation). L'IMD est calculé a partir de 7 variables
pondérées comme suit :

e Revenu (22.5%)

e Emploi (22.5%)

e Education (13.5%)

e Santé (13.5%)

e Criminalité (9.3%)

e Obstacles au logement et aux services (9.3%)

e Cadre de vie (9.3%)

Pour chacune de ces variables, plusieurs facteurs sont pris en compte. A titre d’exemple,
le poste "Obstacles au logement et aux services" tient compte de 7 facteurs dont le surpeu-
plement des ménages, ’accessibilité au logement ou encore la distance & divers endroits
clés du quotidien comme les bureaux de poste, les écoles, les supermarchés ou bien les ca-
binets de médecine généraliste. L’IMD calculé est compris entre 1 et 10, 1 correspondant
a la précarité la plus importante et 10 au niveau de précarité le plus faible. Les figures
3.17, 3.18 et 3.19 permettent de visualiser la répartition des décés en excés selon I'IMD
en 2020, 2021 et 2022.
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FIGURE 3.17 — Surmortalité selon 'IMD en 2020
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FIGURE 3.18 — Surmortalité selon 'IMD en 2021
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FIGURE 3.19 — Surmortalité selon 'IMD en 2022

En 2020, les catégories les plus précaires ont connu une hausse plus importante de la
surmortalité. On atteint prés de 9 150 déceés en excés pour les plus précaires (IMD 1),
contre environ 6 600 pour les personnes les moins précaires (IMD 10). On imagine que
cet, écart puisse étre di a la santé dégradée des personnes les plus précaires qui sont donc
plus vulnérables et plus enclines a décéder des suites du COVID-19, ou encore & cause
de l'accés aux soins nécessaires a la réduction du risque de décés. En 2021, I’écart semble
se réduire. Mais en 2022, on observe un changement de tendance avec une surmortalité
plus importante pour les catégories de personnes plus aisées. Ce résultat semble assez
contre-intuitif mais provient sans doute de la méthodologie de calcul adoptée par '’ONS.
En effet, le calcul de la référence de mortalité en 2022 est différent de celui utilisé pour les
autres années puisque I’année 2015 n’est plus prise en compte. A la place, c’est année
2021 qui est utilisée, ce qui pourrait, entre autres, expliquer les résultats observés.

3.4 Synthése

.

En Angleterre et au Pays de Galles, la mortalité présente des effets de cohorte
importants, ce qui motive le choix du modéle de Renshaw-Haberman qui prend
en compte ces effets, contrairement au modéle de Lee-Carter. Depuis 2020, nous
avons pu mettre en évidence un phénoméne de surmortalité qui a principalement
touché les personnes dgées, de fagon inégale selon la zone géographique ou bien
le niveau de précarité. Les analyses sur les causes de décés suggérent également
que le COVID-19 pourrait potentiellement avoir un impact sur d’autres maladies
comme les maladies cardiovasculaires, dans un contexte oul le systéme de santé
britannique ne cesse de se dégrader. Les avis divergent quant a l'impact de la
pandémie de COVID-19 sur la mortalité future. Cependant, les (ré)assureurs qui
font face au risque de longévité voient majoritairement le COVID-19 comme un
phénomeéne passager qui ne devrait pas avoir d’impact important sur les tendances
futures de mortalité. Dans la prochaine partie, différents modéles de projection du
paramétre de période du modéle de Renshaw-Haberman seront testés.
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Chapitre 4

Construction de la table de
mortalité prospective de référence

Pour pouvoir envisager la construction d’une table de mortalité prospective d’expé-
rience, il est d’abord nécessaire de mettre en place des tables de mortalité prospectives de
référence par sexe a partir des données HMD. S. Schniirch et al. [15] ont récemment pu-
blié un article qui analyse I'effet des chocs transitoires sur la modélisation de la mortalité,
avec une étude qui est menée pour plusieurs pays différents. Cette ressource constitue la
source majeure sur laquelle s’appuient les analyses effectuées dans cette partie.

4.1 Présentation de la base HMD

Le projet de base de données sur la mortalité humaine (HMD) a débuté en 2000 a
I'initiative de John R. Wilmoth, alors professeur & 1I’Université de Californie & Berke-
ley (UCB), et de James W. Vaupel, alors directeur de I'Institut Max Planck pour la
recherche démographique (MPIDR) a Rostock (Allemagne). Le projet HMD avait pour
but de fournir une ressource de données majeure pour encourager la recherche sur le
bouleversement de la longévité qui s’est traduit par une augmentation de ’espérance de
vie plus importante au cours des 100 derniéres années que dans toute ’histoire humaine
précédente. Les démographes ont pu, a la suite de cette initiative, aborder cette question
fondamentale par une analyse approfondie de la mortalité. La base HMD met & dispo-
sition différentes tables pour de nombreux pays (expositions, nombres de déces, etc.) et
permet d’aborder la mortalité sous différents angles. La mortalité peut étre analysée en
fonction de I’age, du temps et de la cohorte.

Dans le cadre de notre étude, on utilise les données HMD d’Angleterre et du Pays
du Galles. L’historique des données s’étend de 1841 a 2020. Cependant, on n’utilisera les
données qu’a partir de 1950. Cela nous permet d’avoir un historique de données assez
profond pour les projections que ’on souhaite mettre en place, mais également d’éviter
de biaiser les estimations des paramétres des modéles en incluant les données relatives
aux périodes de guerres mondiales. Les modéles seront calibrés pour chaque sexe, pour
des ages compris entre 0 et 100 ans.
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4.2 Présentation des modéles de projection étudiés

Dans le chapitre 2, nous avons décidé de retenir le modéle de Renshaw-Haberman
afin de mettre en place nos références de mortalité. Le modéle s’écrit :

log(/lx,t) =y + ﬁa}’it + Vi—z

ol fig ¢+ correspond au taux de mortalité prédit par le modele. Les paramétres sont déter-
minés par maximisation de la log-vraisemblance. Pour projeter le modéle, il est nécessaire
de projeter les paramétres r; et y;—,. Usuellement :
- pour projeter le paramétre de période, on utilise une loi normale pour les variations
AVTS
- pour projeter le paramétre de cohorte, on ajuste un modéle ARIMA(1,1,0) a la
série temporelle (y¢—z).
Pour rappel, un processus (x;) suit un processus ARIMA (p,d,q) avec dérive si :

p q
Adﬂ?t =+ Z OéiAdIEt—i + Z /BjAdEt—j + &
i=1 j=1

o A correspond a lopérateur différence, p représente le paramétre de dérive, («;) et
(B;) sont des constantes, avec ay, # 0, 34 # 0, et (g¢) est un bruit blanc.

Alternatives au modéle standard :

Le probléme du modéle de projection usuellement adopté repose essentiellement sur la
projection du paramétre «;. En effet, nous verrons que la loi normale n’est pas nécessai-
rement adaptée afin de modéliser les variations Ak;, d’autant plus lorsque les données
COVID-19 sont incluses dans la calibration. Si ’on choisit tout de méme d’utiliser le mo-
deéle standard, nous verrons qu’il est possible de mettre en place un modéle qui permet de
réduire 'impact de la présence des données COVID-19 sur la projection du modéle. Plu-
sieurs solutions s’avérent néanmoins possibles pour améliorer la qualité de 1’ajustement.
Il est possible de modéliser :

- les paramétres x; par un processus ARIMA (p,d,q) avec dérive,
- les variations Ak a l'aide d’une loi différente de la loi normale,

Ou bien, il est possible d’utiliser des modéles qui prennent explicitement en compte
les chocs de mortalité. Ces modéles se calibrent sur les variations Ak;. Parmi ces modéles,
on testera :

- un modéle & sauts transitoires,
- un modéle & dépassement de seuil,
- un modéle de changement de régime.

Le tableau 4.1 liste les modéles qui seront testés, ainsi que les acronymes associés :
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Acronyme Modéle
rwd Marche aléatoire avec dérive (modéle standard)
ajusted rwd Marche aléatoire avec dérive réajustée
arima Modeéle ARIMA
logistic Modeéle utilisant une loi logistique
jump Modéle & sauts transitoires
pot Modéle a dépassement de seuil
IS Modéle de changement de régime

TABLE 4.1 — Récapitulatif des modéles étudiés

4.3 Impact de ’année 2020 sur la calibration du modéle
standard

Avant d’étudier plus en détail les différents modéles, analysons I'impact de 'année
2020 sur la calibration du modéle standard. Pour cela, on calibre deux modéles sur la
période 1950-2020, pour chaque sexe et pour des ages compris entre 0 et 100 ans :

- un modéle, que 'on nommera RH 2019, pour lequel on remplace les taux de
mortalité de 'année 2020 par les taux de mortalité qu’on s’attendait & obtenir s’il
n’y avait pas eu de pandémie. Pour ce faire, on utilise un modéle auxiliaire calibré
sur la période 1950-2019 que I'on projette d’une année afin de prédire les décés en
2020, ce qui nous permet alors d’avoir un modéle calibré sur la période 1950-2020,
mais avec des décés sous-estimés en 2020 ;

- un modéle, que 'on nommera RH 2020, calibré a partir des données réelles.

4.3.1 Etude graphique

Les figures 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4 ci-dessous montrent I'impact de ’année 2020 sur les pa-
rameétres oy, By, Kt et 11—, en comparant les résultats obtenus pour les modéles RH 2019
et RH 2020.

modéle RH 2019 & RH 2020

25

'Y L ]
0 25 50 75 100 0O 25 50 75 100
Age
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FIGURE 4.1 — Impact de 'année 2020 sur le paramétre o,
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modéle # RH_2018 & RH 2020
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FIGURE 4.2 — Impact de ’année 2020 sur le paramétre (3,

modéle # RH_ 2018 & RH_z020
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FIGURE 4.3 — Impact de 'année 2020 sur le paramétre k¢
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FIGURE 4.4 — Impact de I'année 2020 sur le paramétre v;_,

Les paramétres «, et (3, sont trés peu sensibles au choc COVID-19, leurs estimations
restent trés stables. Le paramétre de cohorte v;—_, est également plutot stable, bien qu’il
varie légérement pour les hommes. Cependant, les variations sont faibles et certaines va-
riations concernent des cohortes qui ne nous intéressent pas dans le cadre de cette étude.
En effet, v¢_, varie particuliérement pour les cohortes comprises entre 1850 et 1875 ainsi
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que celles situées entre 2000 et 2020. Or, les cohortes comprises entre 1850 et 1875 cor-
respondent & des individus qui ne sont plus en vie aujourd’hui. De plus, rappelons que
dans la suite de ce mémoire, ces tables serviront a mettre en place des tables de mortalité
pour des régimes de rentes viagéres. Les populations concernées sont donc principalement
les personnes agées. Puisqu’on sera amené a effectuer des projections & horizon 2050, les
effets associés aux cohortes situées entre 2000 et 2020 seront considérés comme négli-
geables. Pour ces raisons, on considére le paramétre v;_, comme un paramétre fixe, de
la méme facon que les paramétres «, et B,. D’autre part, le paramétre x; varie lui trés
fortement en 2020, ce qui a des conséquences importantes sur la projection des taux de
mortalité.

Impact sur les projections

On se penche désormais sur 'impact de ’année 2020 sur les projections du parameétre
de période k¢, mis en évidence par la figure 4.5 ci-dessous.

modéle RH_2018 — RH_2020

50

Ky
=

-50

-100 L

, \ i v ' ' ! : . i

1850 1875 2000 2025 2050 1950 1875 2000 2025 2050
Année

FIGURE 4.5 — Projections du paramétre «; a horizon 2050

On voit que les projections du paramétre x; sont trés fortement altérées par le choc
lié au COVID-19 en 2020.
Deux effets sont & l'origine des écarts observés : le point de départ des prévisions ainsi
que la différence entre les deux pentes. En effet, pour le modéle RH 2020, la projection
se fait & partir d’une valeur élevée de k¢, presque équivalente & celle obtenue 20 ans
auparavant. Or, le modéle n’est pas capable de déceler que cette hausse soudaine est
due & un phénoméne passager et ne permet ainsi pas un retour & la normale au bout
de quelques années. Pour gérer ce phénomeéne, I'idéal serait d’attendre quelques années
avant de projeter le modéle & partir d’'une valeur stabilisée de k;. Une alternative est,
& partir des informations actuellement & notre disposition, d’approximer les valeurs de
Kt observées en 2021 et 2022 afin de projeter nos modéles & partir d’'un méme point en
2022. Pour cela, on se base sur les taux de mortalité standardisés observés en Angleterre
et au Pays de Galles calculés par ’ONS et représentés sur la figure 4.6 ci-dessous :
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FIGURE 4.6 — Taux de mortalité standardisés depuis I'année 2000 en Angleterre et au
Pays de Galles. Source : rapport du CMI [16] (données de 'ONS)

Les taux de mortalité standardisés sont des taux de mortalité ajustés en fonction de
la distribution par age de la population étudiée. Si on se base sur les taux de mortalité
standardisés annuels, on voit que les taux de mortalité des années 2021 et 2022 sont
relativement proches des taux de mortalité de 'année 2018. C’est pourquoi on choisit de
projeter nos modéles & partir de 2022 avec kgg22 = K2018-

Le deuxiéme effet a l'origine des écarts observés sur la figure 4.5 porte sur 1’écart entre
les pentes obtenues pour les deux modéles. Pour mieux se rendre compte de cet effet, on
rameéne les prévisions faites par chaque modéle & un méme point de départ :

modéle RH 2019 — RH_2020

504
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Kt
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2020 2030 2040 20502020 2030 2040 2050
Année

FIGURE 4.7 — Comparaison des pentes associées aux projections du parameétre r; a
horizon 2050

On voit que les données COVID-19 ont un impact sur les pentes & mesure que 'on
avance dans le temps, le modéle RH 2020 étant plus pessimiste quant & 'amélioration
future de la mortalité.
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Par ailleurs, si on s’intéresse désormais aux intervalles de confiance associés aux pro-
jections, on obtient les variations suivantes lorsqu’on passe du modéle RH 2019 au mo-

déle RH_ 2020 :

Sexe Variation
F +12%
H +22%

TABLE 4.2 — Variation des intervalles de confiance du paramétre s

Pour le parameétre k¢, la taille de I'intervalle de confiance est multipliée par un facteur
1.12 pour les femmes et 1.22 pour les hommes, ce qui montre la volatilité importante
induite par les données COVID-19, en particulier chez les hommes.

4.4 Mise en place des modéles

Dans cette partie, on s’intéressera a la théorie sous-jacente aux modéles mis en place,
ainsi qu’aux processus de calibration associés. Les modéles seront calibrés sur la période
1950-2020 pour chaque sexe.

4.4.1 Modéle standard
Le modéle de projection standard est une marche aléatoire avec dérive. Il s’écrit :
Kt+1 = Kt + 0+ 02
ou p et o sont des constantes et Z; , t € N sont i.i.d de loi N(0,1).

Calibration du modéle

La calibration du modéle s’effectue ici sur les données réelles. La calibration est réalisée
par maximum de vraisemblance. Pour cela, on se base sur la proposition suivante :

Proposition 1

Soit (z;) la série temporelle modélisée par I’équation suivante :
2t =p+ 0l
Alors la log-vraisemblance associée au modéle est donnée par :

2
-~ ]

1
e
2o

K-1
log[f(21, .-, 2z -1)] = Y _ log]
1=1

La démonstration de la proposition est en annexe.
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4.4.2 Modéle standard réajusté

Le probléme du modéle standard repose sur le fait que l'impact du choc COVID-
19 modifie trés fortement les paramétres calibrés, a savoir p et o, ce qui engendre des
prévisions peu réalistes. Pour remédier a cela, on utilise le modéle RH 2019 discuté
précédemment pour lequel on remplace les données réelles 2020 par des données que 1'on
s’attendait a avoir dans un scénario ot il n’y aurait pas eu de pandémie. Néanmoins, en
procédant ainsi, on ne prend pas en compte la surmortalité réelle de 'année 2020.
Pour remédier & cela, on introduit un processus (xzs), défini comme suit :

Xz,s = th
Mz, 52020

ol s désigne le sexe, Mg},)ss,ZOZO représente les taux de mortalité réels en 2020 et N;},lszozo
les taux de mortalité théoriques que l'on s’attendait & avoir en 2020. Le processus (Xz.s)
résultant représente ainsi la surmortalité associée a chaque age x et chaque sexe s. Pour
simplifier les formules qui suivront, on notera le processus (x). La figure 4.8 représente la
dynamique du processus avant et aprés application d’un lissage de Whittaker-Henderson.

1.509

1.254

] 1.004

0754

0.50 4
0 25 50 75 w00 0 25 50 75 100
Age

FIGURE 4.8 — Représentation des valeurs brutes du processus (x,) ainsi que des valeurs
lissées apres application d’un lissage de Whittaker-Henderson (en rouge)

Pour les ages inférieurs a 20 ans environ, on observe que le processus (x) prend des
valeurs inférieures & 1, ce qui indique une sous-mortalité sur 'année 2020. Néanmoins,
on néglige cet effet en imposant la contrainte suivante :

min y, =1
x
Lissage de Whittaker-Henderson

Laméthode de lissage de Whittaker-Henderson est une méthode de lissage non-paramétrique,
trés souvent utilisée pour lisser des taux de mortalité. [17] Elle consiste & trouver un
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compromis optimal entre la distance aux données brutes et la régularité de la courbe au
travers de la mesure M = F' 4+ hS, ou :

o ['= Zi::; wz(ge — fiz)? : F représente la somme pondérée par les poids w, des écarts

quadratiques entre les valeurs lissées g, et les valeurs brutes fi,

o S = Z;;:;‘Z(AZQI)Q : S mesure la régularité de la courbe lissée a I'aide de la somme

des carrés des différences d’ordre z de la courbe lissée,

e h > 0 reflete I'importance accordée a l'aspect régulier de la courbe lissée. Plus on aug-
mente h, plus la courbe sera lisse.

c
€2,2020
Dw e3,2020
sition centrale totale pour I’age x en 2020. Par ailleurs, on retient les paramétres suivants :

z =2 et h =5, avec lesquels on obtient des résultats satisfaisants.

.. , . . . o . ¢ NIl
On choisit les pondérations suivantes : w, = OU €3 9090 correspond a 'expo-

L’écriture du modéle standard réajusté

L’introduction du processus (x,) permet la mise en place d’'un modéle pour lequel
les projections du processus (k) ne sont pas impactées par l'effet COVID-19. Le modeéle
s’écrit comme suit :

fig,y = e TPemtY— 5y 1y o000

4.4.3 Modéle de projection utilisant un processus ARIMA

Une autre fagon de modéliser la série des (k¢) est d’ajuster un modéle ARIMA(p,d,q),
comme c’est usuellement le cas pour le paramétre de cohorte. Pour cela, il suffit d’ajouter
les arguments suivants a la fonction forecast du package StMoMo : kt.method="iarima"
et kt.order=NULL. Le meilleur modéle est alors choisi sur la base de critéres de vraisem-
blance tels que I’AIC ou le BIC. Pour les données calibrées entre 1950 et 2020, le modéle
retenu est équivalent & une marche aléatoire avec dérive (modéle ARIMA(0,1,0)). Nous
verrons cependant que ce n’est pas le cas lors de la phase de backtesting ou les ordres
retenus sont différents.

4.4.4 Modéle de projection utilisant une loi alternative

Le modéle standard repose sur l'utilisation de la loi normale pour modéliser la dy-
namique des variations AgK;. Aprés avoir vérifié 'adéquation de ces variations a la loi
normale, nous tenterons de déterminer quelle loi utiliser afin d’améliorer la calibration
du modéle.
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Vérification de I’adéquation a la loi normale

Commengons par vérifier 'hypothése de normalité des variations Ak;. Pour cela, on
se basera sur une analyse graphique et un test statistique. La figure 4.9 ci-dessous repré-
sente les diagrammes Quantile-Quantile (QQ Plots) associés aux variations Ak; pour les
données de 1950 & 2020 pour les femmes et les hommes.

Sample Quantiles
5 0
| |
L ]
'\
H
\
Sample Quantles
0
|
-
)
\
.

Standard Normal Quantiles Standard Normal Quantiles

FIGURE 4.9 — QQ Plot des variations Ak

On observe des écarts importants au niveau des queues de distribution du QQ-Plot,
indiquant que la distribution des données est & queue lourde.

Afin de justifier cette premiére observation, on utilise le test statistique de Shapiro-
Wilk :

Sexe RH_ 2019 RH_2020
F 0.0198 0.0441
H 0.0046 0.0000

TABLE 4.3 — p-values du test de Shapiro-Wilk obtenues & partir de la série des Ax; a
I’aide des modéles RH 2019 et RH_ 2020

Les p-values obtenues diminuent fortement lorsqu’on inclue I'année 2020 dans la cali-
bration. Néanmoins, 'hypothése de normalité est systématiquement rejetée puisqu’elles
sont inférieures au seuil de 5% que 'on fixe usuellement.

Sélection d’une loi alternative

Ayant constaté la non-adéquation des données & la loi normale, une premiére idée
est de chercher & ajuster une loi différente & queue plus lourde. Pour ¢a, on utilise les gra-
phiques de Cullen et Frey obtenus a ’aide de la fonction descdist du package fitdistrplus
donnés par la figure 4.10 ci-dessous :
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FIGURE 4.10 — Graphes de Cullen et Frey ajustés sur les variations Ag;

Les graphes de Cullen et Frey représentent le kurtosis de la distribution en fonction
du carré de la skewness. Le kurtosis mesure ’aplatissement de la distribution tandis que
la skewness représente son asymétrie. Pour certaines lois, ces valeurs sont fixes. Celles-ci
sont représentées par des symboles dans les graphes de Cullen et Frey. C’est le cas des
lois normale, uniforme, exponentielle et logistique. Pour d’autres lois, plusieurs couples
de valeurs de kurtosis et de skewness sont possibles. Ces valeurs possibles sont alors
représentées par des droites (lois lognormale et gamma) ou bien des aires (loi beta). Ces
graphes permettent deux choses : d’une part, ils fournissent les valeurs de la skewness et
du kurtosis associés aux distributions de données; d’autre part, ils offrent la possibilité
d’évaluer 'incertitude liée aux valeurs obtenues en représentant un échantillon bootstrap
des valeurs. Sur la figure 4.10, 500 échantillons bootstrap ont été générés. Le point bleu
correspond au couple de valeurs (skewness, kurtosis) des échantillons de données tandis
que les points jaunes correspondent aux échantillons bootstrap. De prime abord, les points
bleus semblent indiquer que les données associées aux hommes s’éloignent davantage de
la loi normale que pour les femmes puisqu’on obtient un kurtosis presque deux fois plus
élevé et une skewness non nulle. Les points bootstrap sont plutdt dispersés mais une
grande partie se situe prés de la loi logistique que 'on choisit de retenir. Pour rappel,
une variable aléatoire X qui suit une loi logistique £(u, s) a pour densité :

o) = —2l )
:L" ?S = —
TR 1 e(5E))?
. E(X)=up
On a par ailleurs : { 722
V(X) = 3

L’avantage de cette distribution est qu’elle appartient a la famille des distributions lep-
tokurtiques (kurtosis strictement positif), ainsi elle est plus adaptée aux données pour
lesquelles les extrémités sont plus épaisses que celles de loi normale.
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4.4.5 Modéle a sauts transitoires

D’autres modéles permettent de prendre en compte explicitement la présence de sauts
dans les données. Parmi ceux-ci, on se base sur le modéle & sauts transitoires développé
par Chen et Cox (2009) [18]. Pour cela, on définit #; comme le parameétre d’évolution
générale de la mortalité en ’absence de sauts. On modélise &; par une marche aléatoire
avec dérive :

Rit1 = Re + o+ 021
ou 4 et o sont des constantes et Z; , t € N sont i.i.d de loi A/(0,1). On introduit également
deux variables aléatoires supposées indépendantes :
- La variable aléatoire Y; qui fournit la valeur du saut survenu au cours de I’année
t. Cette variable aléatoire est appelée gravité du saut.
- La variable aléatoire N; qui vaut 1 si un saut survient au cours de ’année ¢, et 0
sinon. Cette variable aléatoire est appelée fréquence de saut.
Si un saut a lieu en année t + 1, alors Nyy1 = 1 et la variable Y11 modifie ;11 en
Rit1+ Yir1. Ainsi, le processus (IVy) est un processus de Bernoulli de paramétre p(t) = p
que l'on choisit fixe & travers le temps.

Ainsi, on peut en déduire deux équations pour modéliser un processus a sauts tran-

sitoires (k). En effet, en cas d’absence de sauts, on aura :

Kip1 = Rip1 = Re + o+ 02
tandis qu’en cas de saut, on aura :
Kig1 = Rl + Y1 = Re + o+ 021 + Y
On peut résumer ces deux cas avec la formule suivante :
K+l = Rl + Y1 N
En combinant cette équation avec celle de ky41, on obtient le systéme suivant :

{ Ri41 = Rt + p+ 02y
Ktt1 = Rer1 + Vi1 Nepa
Soit :

Kiyl =kt + o+ 021 + Y1 Ny

Or on sait que :
ki = Ry + YNt

Finalement, on obtient donc la dynamique suivante :

Kiyl = Ke + o+ 0Zip1 + Y1 Ny — i Ny
Calibration du modéle

La calibration du modéle se fait par maximimum de vraisemblance conditionnelle.
Pour cela, on utilise la proposition suivante :
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Proposition 2

Soit (z;) la série temporelle modélisée par I’équation suivante :
2=+ 0211+ Yir 1 Ney1 — YV
oil on suppose que la variable aléatoire Y suit une loi normale : Y ~ N (m, s?).
Alors la log-vraisemblance associée au modéle est donnée par :
K—2
l0g[f (21, -, 2k-1)] = _ log[f (zi41]2)] + log[f(21)]
i=1
ou :
1 _(Zz'+1*2Mnn)2 )
28 Z2i) = —e 2540 X 1 _
f( 1+1| l) \/%Snn ( p)
1 _(Zi+1—2Mny>2
+ ——— 2Sny x (1 —p)p
v 2705y ( )
1 7(Z¢+1*2Mnyn)2 )
+ — ¢ 2Shyn X (1 —
N (1-p)p
1 7(Zi+1*2Myyn>2 )
t g ¢ *on x (1=p)p
\ yyn
1 _ (Zi+1*2lwnyy>2 .
t———c P x(1—p)
V27 Sy
1 _(2i+1—2Myyy>2 5
4+ —e 25yyy X p
V21 Syyy
) = e T (1=
21) = —=—e€ 2% X (1—p
V21w Shn
1 _ (Zlff\;[yn)2
+——e Fim x(1-p)p
V21 Syn ( )
1 _ (21 *{gnyﬂ
+ ——c¢ ¥y x (1 —p)p
V21 Sny ( )
1 7(21—{‘4241/.@)2
+——x¢ *w x(1-pp
V21 Syy
avec :

Amin Ouhammou



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION DE LA TABLE DE MORTALITE
54 PROSPECTIVE DE REFERENCE

{MHTL:/J/ {Mnyzu+m {MnynZQH_Z'L {Myynzzu—m—zz

2 _ 2 2 2 _o 2 2 _ 9.2 2
Spy=0"+s Spyn = 20 Syyn =20" + s

Mnyy:2,u+m—zi MyyyZQIU_Zi -]\Zrm::u
Szyy =20% + §? Sgyy = 20% + 25° 82 = g2

Myn:,ufm Mny:u+m Myy:,u
S’gn = 0% + s S'Zy =0+ s S’gy = o? + 25°

La démonstration de la proposition est en annexe.

4.4.6 Modéle a dépassement de seuil

Pour répondre & la problématique des sauts, il est également possible d’utiliser la
théorie des valeurs extrémes. Pour cela, on utilise la méthode de dépassement de seuil (ou
méthode POT pour Peaks-Over-Threshold) développée par Chen et Cummins (2010) [19].
Chen et Cummins proposent d’appliquer la méthode POT aux variations A&, modélisées
par une variable aléatoire X.

Si on note u € R un certain seuil, alors le modéle se décline de la fagon suivante :

X|(X < u) ~ N, 0%)

X|(X = u) ~G(&,¢)

ou G(&,¢) est une loi de Pareto généralisée avec un parameétre de forme £ € R et un
parameétre d’échelle ¢ > 0.

Ainsi, le processus qui modélise les variations (Ak;) suit une marche aléatoire avec dérive
conditionnellement au fait qu’il soit situé en dessous d’un certain seuil u, et il est décrit
par une loi de Pareto généralisée (que l'on notera désormais GPD, pour Generalized
Pareto distribution) & condition que le processus exceéde le seuil u. Pour modéliser ce
mélange de lois, on calibrera ce qu’on appelle une loi de Pareto hybride. [20]

Ce modéle repose sur la théorie des valeurs extrémes que nous détaillons ci-dessous :

La méthode POT

De facon générale, il existe deux types de modélisation possibles dans la théorie des
valeurs extrémes : la méthode des maxima par blocs et la méthode POT. [21| Dans notre
cas, la méthode POT est la plus adaptée car on s’intéresse aux valeurs extrémes prises par
les variations AK; et non pas aux maxima observés sur différentes périodes. Détaillons la
théorie relative a cette méthode.
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Soit X la variable aléatoire d’intérét (i.e. les variations Ar;), de fonction de répartition
F. On s’intéresse a la fonction de répartition des excés au-dessus du seuil u définie par :

F(x4+u)— F(u)

Fulz)=P(X —u<z|X >u)= = Flu)

Le théoréme de Pickands permet de conclure, sous certaines hypothéses de convergence,
que la loi limite est une GPD donnée par :

Le cas o £ > 0 correspond aux distributions & queues épaisses, celui ot £ = 0 équivaut
a une distribution exponentielle et enfin le cas ot £ < 0 se rapporte aux distributions
dites de Pareto de type II.

Choix du seuil

En pratique, le choix du seuil est ce qui pose le plus souvent probléme lorsqu’on ajuste
ce type de modéle. En effet, v doit étre suffisamment élevé pour que le théoréme de Pi-
ckands soit applicable, mais il ne doit pas étre trop élevé afin d’avoir un nombre suffisant
de valeurs au dessus du seuil. Plusieurs méthodes sont possibles pour déterminer u :
méthode graphique, choix d’un seuil u qui permet de maximiser la log-vraisemblance du
modéle etc. Ici, on ajuste une loi de Pareto hybride. Cette loi est une extension de la loi
de Pareto généralisée & 1'axe des réels. Elle se construit en mélangeant une loi normale
tronquée avec une loi de Pareto généralisée. L’avantage de ce type de loi est double :
d’une part, des conditions de continuité sont imposées pour assurer la continuité la den-
sité ; d’autre part, le seuil est déterminé par un calcul, ce qui évite par exemple d’avoir
recours & des méthodes graphiques pour lesquelles il est parfois compliqué de déterminer
le seuil & retenir.

Calibration du modéle

La calibration du modéle se fait par maximum de vraisemblance. Pour cela, il est
nécessaire de déterminer la densité conditionnelle de X, en distinguant les cas o X < u
et X > u, et en imposant des contraintes de continuité.

Tout d’abord, la loi conditionnelle X |(X < u) ~ N(u,0?) donc la densité f; associée
s’écrit : )
filz) = Le_%, r<u

V2o
La loi conditionnelle X|(X > u) ~ G(&, () donc :

(14 S22y =61 sie#0

xp(— ) sig=0

fol = u) = G (i — u) = {

SN[ ==
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ouzx>ulorsque{ >0etu<az<u— % lorsque £ < 0. Dans la suite, on ne traitera que
le cas o1 £ > 0 car c’est celui qui nous intéresse ici.
On dispose de 5 paramétres & estimer : u, o, &, ¢ et u. Or, on a deux contraintes de
continuité pour ce modéle, ce qui permet de réduire le nombre de paramétres a estimer
a 3. Les paramétres qu’il faudra estimer seront u, o et £. ¢ et u seront des fonctions de
ces 3 paramétres. En procédant ainsi, le seuil u est directement obtenu par le calcul.
La premiére contrainte de continuité stipule que fi(u) = f2(0), ce qui donne :

1 w1

20 = —

Voro ¢

La deuxiéme contrainte de continuité est équivalente & la premiére mais porte sur la
dérivée de la densité : fi(u) = f5(0). On obtient alors :

(1+9¢)

—(u— _(u=p)?
) gt 0
V2mo? q
La premiére contrainte nous permet d’écrire le terme exponentiel sous la forme :
)2

_ (u=p)®
(& 202 =

2mo
¢

En injectant cette expression dans la seconde contrainte, on en tire la relation suivante :

—(u—p) V2ro _ —(1+§)
V2rod ¢ ¢?

En simplifiant cette relation, on aboutit & une expression du seuil w :

2

u(u,a,f,<>=u+%<1+s>

En remplacant cette expression dans la formule du terme exponentiel, on obtient :

_7"2“25)2 2ro
e 2¢ — T
o? 2oy’ 1
~e -
¢2 27

On multiplie de chaque coté par (1 + £)? de sorte & avoir une équation de la forme
z=wev :
o?(1+€)? ~ue®  (1+¢)?
¢2 c o
Pour résoudre cette équation, on utilise la fonction de W (.) de Lambert, parfois appelée
fonction Oméga, qui n’est autre que la fonction réciproque de la fonction complexe

f:w— we®. Ainsi, pour tous nombres complexes z et w, on a :

z =we" <= w=W(z)
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Dans notre cas, z = k(§) = (1;92 et w= # On en déduit :

CAL o) =

W(x(8)) = 2 @)

L’expression du seuil v devient alors :

u(#? g, ‘S) =pto W(Ii(f))

Enfin, la densité de la loi de Pareto hybride doit valoir 1. Ainsi, il faut diviser les densités
f1 et fo par un facteur de normalisation v donné par :

w0 = [ f@det [T - ws

=Fi(u)+1

ou F} est la fonction de répartition de la loi normale N (u, o).
Finalement, la densité de la loi de Pareto hybride s’écrit :

flz) = { S fil@) stz <u

a ﬁfg(:c—u) ysiz>u

f dépend de u, c’est-a-dire des 3 paramétres u, o et £. Pour calibrer le modéle, il suffit
de calculer la log-vraisemblance qui dépendra de ces 3 paramétres et de résoudre les
équations permettant d’annuler les dérivées partielles en fonction des paramétres.

4.4.7 Modéle de changement de régime

Pour finir, on considére le modéle de changement de régime proposé par Milidonis
et al. (2011) [22]. Son hypothése de base est que la distribution de AK; est régie par
un processus de Markov binaire p; avec des valeurs dans {1,2}. En procédant ainsi, on
s’attend & ce qu’il y ait un régime correspondant & 1’évolution normale de la mortalité et
un autre régime correspondant & de courtes périodes de chocs. Cela serait conforme aux
conclusions de Lemoine (2015) [23] sur les données francaises (1947-2007), qui détecte
un régime de forte volatilité aprés la seconde guerre mondiale et un régime de faible
volatilité sur des données plus récentes.

On initialise les paramétres avant la calibration du modéle de maniére & ce que I’état 1
corresponde au régime "normal" de mortalité et ’état 2 au régime "choqué" avec une dé-
rive plus importante ou une volatilité de A&, significativement plus élevée. Si on modélise
les variations Ak par une variable aléatoire X, le modéle s’écrit :

X|(pe = 1) =& ~ N(p,0%)

X|(pr = 2) = &} ~ N (m, s?)
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oil € et €2 sont indépendants.

On peut représenter ce modeéle graphiquement :

P12

P11 mg D22

p21

FIGURE 4.11 — Représentation graphique du modéle de changement de régime

Les probabilités de transition p;; = P(pi1 = i|pr = j) permettent de caractériser
le modéle. Plus précisément, le modéle est décrit par une matrice stochastique droite D

(i.e. la somme des lignes vaut 1) :
D= (Pn p12>
Pb21 P22

A titre d’exemple, on obtient les matrices de transition suivantes sur nos données : (Dp
correspond a la matrice obtenue pour les femmes et Dp celle pour les hommes)

Dp — <0.95 0.05)

0.44 0.56
0.96 0.04
Dr = <0.41 0.59)

On peut également visualiser I’évolution des probabilités de transition filtrées et lissées
au cours du temps. Le terme "filtré" fait référence & une estimation de la probabilité
d’appartenance a un régime a un temps ¢ sur la base des données disponibles jusqu’a cet
instant, tandis que les probabilités lissées sont calculées a posteriori en utilisant toutes
les données de 1’échantillon.
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FIGURE 4.12 — Evolution des probabilités de transition au cours du temps

En 2020, on voit que le modéle prévoit avec une probabilité trés proche de 1 I'entrée
dans un régime choqué.

Calibration du modéle

La calibration du modéle se fait par maximum de vraisemblance conditionnelle. Pour
cela, on utilise la proposition suivante :

Proposition 3

Soit (z;) la série temporelle modélisée par I’équation suivante :
ztl(pe = 1) = &5 ~ N(p,07)

2tl(pe = 2) = €f ~ N(m, 5%)

Alors la log-vraisemblance associée au modéle est obtenue de fagon récursive a 'aide
de la relation suivante :

log[f(z1, ..., 2k —1)] = log]| Z flzr-1lpr—1 = 8)Ex_1)K—2,4]
se{1,2}
=+ 10g[f(2’1, . ZK,Q)]

ot {1k —2,s = f(pPr-1 = 8|21, ..., 2K —2)
La démonstration de la proposition est en annexe.

G
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4.5 Implémentation des modéles

Afin de déterminer les différents paramétres pour chacun des modéles, on utilise des
packages existants sur R ou on utilise un algorithme d’optimisation. Les paramétres des
modéles standard, réajusté et ARIMA sont obtenus & partir de la fonction forecast du
package StMoMo. Pour la loi logistique, on utilise la fonction fitdistr du package MASS.
Le modéle a sauts transitoires est calibré a ’aide d’un algorithme d’optimisation per-
mettant de renvoyer les paramétres qui maximisent la log-vraisemblance. On utilise pour
cela la fonction optim du package R stats. Le modéle & dépassement de seuil, basé sur la
calibration d’une loi de Pareto hybride, est mis en place & ’aide de plusieurs fonctions
du package R condmizt. Premiérement, on fait une estimation initiale des paramétres &
I’aide de la fonction hpareto.mme. Ensuite, on recherche les parameétres & utiliser pour
calibrer la loi par maximum de vraisemblance & ’aide de la fonction Apareto.fit. Enfin, le
modéle de changement de régime est calibré a partir de la fonction msmFit du package
MSwM. On notera que ce package ne posséde pas de fonction permettant la projection
du modéle. La projection se fait donc a la main a 'aide de I’algorithme suivant :

- Pour i allant de 1 & Nb_simulations :
- Initialisation :
s = etat_initial
etats = une liste contenant s
r = nombre aléatoire entre 0 et 1
- Pour j allant de 1 & Nb__annees projections :
- Sis=2etr < py alors :
r = nombre aléatoire entre 0 et 1
s est ajouté a la liste etats
- Sinon si s = 2 et 7 > pog alors :
s=1
r = nombre aléatoire entre 0 et 1
s est ajouté a la liste etats
- Sinon si s = 1 et r < p17 alors :
r = nombre aléatoire entre 0 et 1
s est ajouté a la liste etats
- Sinon :
s =2
r = nombre aléatoire entre 0 et 1
s est ajouté a la liste etats

Ce pseudo-algorithme permet d’obtenir la suite d’états pour un nombre de simulations
donné. Pour chaque suite d’états, on peut alors projeter le modeéle, étant donné que la
loi est connue pour chaque état.
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4.6 Comparaison des modéles

Pour comparer les modéles, on s’appuiera essentiellement sur deux critéres : la capa-
cité du modéle & reproduire les taux de mortalité observés et la précision de ses prévisions
sur des données réelles. Le premier critére s’évalue au travers d’un calcul de vraisem-
blance, que 'on déterminera a l'aide du BIC. Pour le deuxiéme critére, on calibre le
modéle sur une certaine période et on calcule trois métriques qui seront introduites par
la suite : la RMSE, la PICP et la MPIW. Avant cela, on compare également la stabilité
des parameétres i et o pour le modéle standard et les modéles qui prennent en compte de
maniére explicite les chocs de mortalité. On notera que les différentes simulations Monte-
Carlo effectuées s’appuient sur NV = 10 000 simulations. Les intervalles de confiance sont,
eux, lorsqu’ils ne peuvent pas étre calculés directement sur R, calculés en prenant les
quantiles empiriques permettant d’avoir des intervalles de confiance & 95%.

4.6.1 Stabilité des paramétres

Pour mettre en évidence 1'utilité des modéles qui prennent en compte les chocs de
mortalité, on procéde a une étude de la stabilité des paramétres. Ainsi, les figures 4.13
et 4.14 montrent les valeurs obtenues pour les paramétres p et ¢ selon que 'on utilise le

modele RH 2019 ou RH_ 2020 (données calibrées sur la période 1950-2020).

H

Jump pot s rwd

2019 2020 2019 2020 2019 2020 2019 2020
Année

FIGURE 4.13 — Valeurs des paramétres p et o pour les hommes pour les modéles RH 2019
et RH 2020
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FIGURE 4.14 — Valeurs des paramétres i et o pour les femmes pour les modéles RH 2019
et RH 2020

On voit que les estimations des paramétres sont trés stables pour les modéles a chocs.
En revanche, la volatilité du modéle standard est trés élevée en comparaison a celle

des autres modéles. Par ailleurs, le choc de mortalité en 2020 induit une augmentation
significative de la volatilité du modéle standard.

4.6.2 Vraisemblance des modéles

Un bon modéle doit avant tout étre en capacité d’estimer correctement les décés sur
la période de calibration. Ainsi, une fois les parameétres des différents modeéles calibrés,
on estime les décés survenus sur la période de calibration, a savoir la période 1950-2020,
par simulation de Monte-Carlo. Ensuite, on calcule la vraisemblance associée & ’aide de
la formule donnée en 2.2.4. De 14, on peut calculer le BIC pour les différents modéles :

F \ H

3001

=]
L ]
[ ]

ajusted rwd
ump
loglsti
pot
s
rwd
ajusted rwd
jump
logisti
pot
s
wd

FIGURE 4.15 — BIC

Pour les hommes, on voit que les valeurs de BIC sont trés proches pour I’ensemble des
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modeéles, si ce n’est pour le modéle standard. Pour les femmes, cette différence est encore
plus marquée puisque la valeur de BIC du modéle standard est deux fois plus élevée
que pour les hommes. Pour les autres modeéles, on a des valeurs de BIC un peu plus
hétérogénes pour les femmes. Globalement, les modéles a sauts sont plus performants,
mis & part le modéle & sauts transitoires pour lequel on a une valeur de BIC légérement
plus élevée que le modéle logistique par exemple. Toutefois, les modéles qui ne se basent
pas sur le modéle standard ont des meilleures performances.

4.6.3 Backtesting

Un bon modele doit également, lorsqu’il est calibré sur une période différente, étre ca-
pable de prévoir de maniére satisfaisante les taux de mortalité réellement obtenus. Ainsi,
on calibre nos modéles sur la période 1950-2000 et on compare les taux de mortalité pré-
vus par les modéles avec les taux réels de 2001 & 2020. Pour effectuer les comparaisons,
on se base sur les trois métriques suivantes :

- RMSE = /3 2, (et — Hat)?
_ 1

- PICP = 5 320 ¢ Ly sefner juint

- MPIW = & 32 (i — i)

ou N représente le nombre d’observations, fi; ;¢ les taux de mortalité réels, fi,; les taux
de mortalité prédits et ﬂg{ et /l;lf les bornes inférieure et supérieure des intervalles
de confiance. Les figures 4.16, 4.17 et 4.18 représentent les résultats obtenus pour ces

différentes métriques pour les différents modéles testés.
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FIGURE 4.16 — RMSE
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FIGURE 4.17 — PICP
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FIGURE 4.18 — MPIW

Notons que le modéle standard réajusté n’apparait pas dans ces graphes puisque ce
modéle n’a de sens que pour un modéle qui contient 'année 2020 dans la période de
calibration.

Globalement, on voit que les modéles arima, logistic, rwd et jump ont des perfor-
mances trés proches en termes de RMSE. Toutefois, on voit que parmi ces modéles, le
modeéle qui a les meilleures performances pour les femmes et les hommes est le modéle
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Jump. Les modéles pot et rs ont, eux, des performances trés différentes des autres mo-
déles. En effet, la RMSE varie beaucoup mais les premiéres années, les résultats sont
globalement moins bons que les autres modéles. La tendance s’inverse ensuite nettement
pour les dix derniéres années de la période de test. Or, cette période est marquée par
une dégradation de la mortalité. Ainsi, ces modéles fournissent des prévisions de taux de
mortalité plus élevées que les autres modéles.

Par ailleurs, si on regarde les résultats obtenus pour la PICP, on voit que les modéles
pour lesquels les taux de mortalité sont le plus souvent inclus dans les intervalles de
confiance sont les modéles logistic, rwd et jump. Pour les modéles pot et arima, on peut
expliquer les valeurs faibles de PICP par la taille de leurs intervalles de confiance qui est
significativement plus faible que celle des autres modéles. Cependant, pour le modéle rs,
on voit que la MPIW est la plus élevée des différents modeéles. Pourtant, ce n’est pas le
cas de la PICP, ce qui incite & préférer d’autres modéles.

4.7 Synthése

,

Pour construire des tables de mortalité prospectives pour la population générale,
on ajuste le modéle de Renshaw-Haberman sur les données HMD. Plusieurs mo-
déles ont été étudiés pour projeter le paramétre de période qui est, par défaut,
projeté par une marche aléatoire avec dérive. Parmi ces modéles, certains ont la
particularité de prendre en compte de fagon explicite les sauts de mortalité. Pour
comparer la qualité des différents modéles, on a comparé leur vraisemblance avant
de procéder & un backtesting pour évaluer leurs performances en termes de pré-
visions. A l'issue de ces analyses, on s’est apercu que le modéle standard avait
des performances nettement moins bonnes que les autres modeéles. Pour ce qui est
des autres modéles, nous avons vu qu’en termes de BIC, les résultats obtenus sont
proches. La phase de backtesting nous a permis d’éliminer certains modéles comme
les modéles pot et rs qui ont des performances plutét volatiles, ce qui conduit &
une PICP plutét faible, ce qui est un frein en termes de gestion des risques. Dans
le contexte donné, on préfére retenir le modéle jump qui présente 'avantage de
prendre en compte les sauts de mortalité tout en améliorant les performances du
modéle global, quelque soit les métriques qui ont été mises en place. Le modéle
de Renshaw-Haberman pour lequel la composante temporelle est projetée avec ce
modéle sera considéré comme modéle de référence dans la suite de ce mémoire. La
prochaine étape, maintenant que les tables de mortalité prospectives ont été cali-
brées sur la population générale, consistera a ajuster ces tables de sorte a prendre
en compte l'expérience issue de portefeuilles de rentes viagéres dans le but d’ob-
tenir des tables de mortalité Best Fstimate spécifiques au service Longévité.
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Chapitre 5

Construction de la table de
mortalité prospective d’expérience

La partie précédente a permis d’obtenir des taux de mortalité & horizon 2050 pour
la population nationale. L’objet de cette partie est de construire une table de morta-
lité prospective a partir de données agrégées de 7 portefeuilles. Pour cela, on construit
une table de mortalité du moment, représentative de la mortalité des portefeuilles pour
une année donnée. A partir de cette table et des tables prospectives obtenues sur la po-
pulation nationale, il sera alors possible d’élaborer nos tables de mortalité prospectives
d’expérience.

5.1 Traitement et analyse des données

5.1.1 Description et traitement des données

Pour construire une table de mortalité du moment, on utilise les données issues de 7
portefeuilles de rentes viagéres : 5 d’entre eux portent sur des engagements de fonds de
pension et les deux autres sur des rentes d’assurance vie. Les portefeuilles en question
sont des portefeuilles fermés : aucun rentier ne peut étre ajouté a la population rentiére
au cours du temps. Par ailleurs, certains portefeuilles incluent une clause de réversion
permettant aux conjoints des défunts de recevoir un certain pourcentage de la rente.
Les bordereaux (données) utilisés sont envoyés de fagon réguliére par les cédantes a Part-
ner RE. Entre deux envois, un recensement est effectué par la cédante afin de mettre a
jour les données du portefeuille. Pour cela, les rentiers doivent fournir ce qu’on appelle un
certificat d’existence avec différentes informations concernant la police : statut marital,
informations personnelles concernant le ou la conjoint(e) (nom, sexe, date de naissance),
confirmation d’existence. En cas de décés, la date de décés est ajoutée aux données. Si
aucun déceés n’est signalé mais que le certificat d’existence n’est pas regu par la cédante
pendant un certain temps, la police est suspendue et le versement de la rente est inter-
rompu tant que le certificat d’existence n’est pas envoyé ou que la date de décés n’est
pas connue.
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Une fois que les bordereaux sont regus, un outil a été développé en interne afin d’auto-
matiser le traitement des données. Cet outil permet tout d’abord de vérifier la cohérence
des données au travers d’une batterie de tests. En cas d’incohérence dans les données, la
source de 'erreur est fournie. Au total, il y a 73 tests : valeurs manquantes, vérification
du format des données etc.

= PartnerRe - Shiny Applications (powered by R)

Calculation~  Analysis~ B A/ESummary > BReshape~ @~

FIGURE 5.1 — Tests de cohérence sur les données

Une fois les tests validés, des nouvelles variables sont calculées afin de faciliter les études
de mortalité. Parmi les variables calculées, on a par exemple le nombre de sorties et les
causes associées (décés ou suspension), ou encore 1’exposition au risque. Cette exposition
au risque se calcule comme le temps de présence de la police sur la période d’étude;
c’est donc un calcul d’exposition centrale qui est réalisé. Pour terminer, les données sont
agrégées selon plusieurs variables comme 1’age, le sexe ou encore I'année.

Les données utilisées dans la suite ont été construites a 1’aide de cet outil, avant d’étre
agrégées dans une seule table. Les variables retenues pour la construction de la table
de mortalité du moment sont : le sexe, I’dge, 'année, I'exposition au risque, le nombre
de sorties et les causes associées. La période retenue est de 5 ans : du 01/01/2015 au
31/12/2019. Cette période a été choisie de sorte a avoir assez de données pour construire
une table de mortalité, tout en évitant que 'impact du temps n’entre en jeu de facon
trop importante.

5.1.2 Analyse descriptive des données

Avant de calculer les taux bruts de mortalité, on procéde a une analyse descriptive
des données. Tout d’abord, sur la période d’étude retenue, la population est composée a
56% d’hommes et 44% de femmes. Par ailleurs, 1% de la population est marquée comme
étant suspendue. On décide de ne pas prendre en compte les polices concernées.

Pour mieux visualiser la répartition des rentiers, le graphique 5.2 représente la répartition
de l'exposition en fonction du sexe et de ’age.
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FIGURE 5.2 — Exposition au risque en fonction du sexe et de I’age

On constate que la population étudiée est vieille, ce qui est typique pour une popula-
tion rentiére. Que ce soit pour les hommes ou les femmes, ’exposition est la plus élevée
pour les ages compris entre 70 et 90 ans. Comme précisé précédemment, le portefeuille
est composé de plus d’hommes que de femmes. Cependant, on notera que ’exposition
des femmes s’étend sur un intervalle d’ages plus vaste. En effet, I’exposition est non nulle
entre 7 et 118 ans pour les femmes, tandis qu’elle I'est entre 9 et 116 ans pour les hommes.
Cependant, nous verrons que pour les ages élevés, cela est dii & des incohérences dans les
données.

La figure 5.3 montre la répartition des décés cette fois-ci en fonction du sexe et de 'age.
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FIGURE 5.3 — Décés
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On retrouve une répartition assez similaire a celle de I'exposition, si ce n’est qu’il
y a une différence plus marquée entre les hommes et les femmes. La mortalité est plus
marquée chez les hommes : 63% des rentiers décédés sont des hommes, contre 37% pour
les femmes.
Afin d’avoir une idée de I’évolution de I'exposition et des décés en fonction du temps, on
se base sur la figure 5.4 ci-dessous :

40 000

500 000

30 000
400 000

a

300 000
20 000

5322

Exposition

200 000

10 000
100 000

2015 2016 2017 2018 2019
Année

FIGURE 5.4 — Evolution de I'exposition et des décés

On remarque que le nombre de décés est globalement assez stable. L’exposition, elle,
diminue puisqu’on étudie des portefeuilles en run-off. La stabilité des nombres de décés
malgré la diminution de l’exposition s’explique par le vieillissement de la population
étudiée.

5.1.3 Suffisance des données

Pour établir une table de mortalité d’expérience de qualité, il est nécessaire de vérifier
que les nombres d’individus exposés et de décés soient suffisamment élevés. Pour ce faire,
on utilise le critére de Cochran qui stupule que les conditions suivantes doivent étre
vérifiées :

NzGe > 5

N$<1 - qA:v) 2 )

ou IV, est 'exposition au risque a ’age x et §, le taux de mortalité empirique défini par

Qe = J‘f,—x, d, correspondant au nombre de décés & I'age x. Cela équivaut donc & vérifier
x

que :

dy >5

Ny —dz; >5
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L’exposition au risque N, utilisée pour le critére de Cochran correspond & 'expo-
sition initiale au risque. Néanmoins, les données & notre disposition ne permettent pas
de calculer cette exposition puisque nous n’avons pas accés au nombre de rentiers mais
seulement les temps de présence en année. Ainsi, on adapte le critére de Cochran en
utilisant I’exposition centrale et non pas l’exposition initiale au risque.

Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau 5.1 ci-dessous.

F H
Age || Dy | No—D, || Dy | No— D,
7 0 1 0 0
8 0 1 0 0
9 0 1 0 2
10 0 2 0 4
11 0 4 0 5
12 0 5 0 7
13 0 6 0 7
14 0 11 0 11
15 0 16 0 14
16 0 22 0 19
17 0 30 0 23
18 0 35 1 25
19 2 35 0 25
20 0 43 0 28
21 1 44 0 37
22 2 48 1 46
23 0 54 0 51
24 0 58 0 53
25 0 58 0 52
26 0 54 0 44
27 0 39 0 29
28 0 27 0 21
29 0 17 0 14
30 0 7 0 8
31 0 2 0 2
32 0 2 0 0
33 1 2 0 0
34 0 3 0 1
35 0 4 0 1
36 0 4 0 2
37 0 8 0 2
38 0 15 0 2
39 1 18 0 2
40 0 25 0 3
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36
93
80
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490
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1243
1507
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2122
2438
2750
3096
3604
4168
4854
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6890
8561
10779
13947
17005
20816
25359
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3
5
14
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35
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270
369
499
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749
970
1267
1605
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2376
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3478
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6571
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10481
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39859
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65267
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83278
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73
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TABLE 5.1 — Critére de Cochran

Les ages pour lesquels le critére de Cochran est respecté sont surlignés en rouge dans
le tableau. Pour les femmes, le critére de Cochran est vérifié pour la tranche d’age 54-107
ans. Pour les hommes, il I'est pour la tranche d’age 56-105 ans. Néanmoins, on décide
de retenir la tranche d’age 55-100 ans pour plusieurs raisons. Tout d’abord, cela nous
permet d’étre en adéquation avec I’dge limite choisi pour les tables HMD. Par ailleurs,
pour les ages supérieurs & 100 ans, il existe un nombre important d’erreurs n’ayant pas
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été signalées. Par exemple, on voit qu’on a des expositions non nulles pour des ages
allant jusqu’a 118 ans. Or, la personne ayant vécu le plus longtemps au Royaume-Uni
est décédée a I’age de 115 ans. Ces incohérences sont dues & des erreurs opérationnelles :
pour les dges élevés, il y a un nombre important de polices qui ne sont pas marquées
comme "suspendues". C’est pourquoi on restreint I’analyse a la tranche d’age 55-100
pour laquelle les données sont fiables.

5.2 Calcul des taux bruts de mortalité

Pour calculer les taux bruts de mortalité, on décide d’utiliser le taux de mortalité
empirique :

ou N, désigne I'exposition centrale au risque.

Il parait naturel d’utiliser cet estimateur du fait des données a notre disposition. Cet
estimateur, également appelé estimateur de Hoem, a 'avantage d’étre non biaisé.

Une autre fagon de calculer les taux bruts de mortalité serait d’introduire une pondération
par les montants de rente. Ainsi, I’estimateur s’écrirait :

_ Zz w; X d:]c,i
Do wi X N

ou ¢ représente un contrat et w; le montant de rente qui a été payé pour ce contrat.

En pratique, ’estimateur retenu est celui qui utilise la pondération par les montants de
rente car il conduit & des taux de mortalité plus faibles, ce qui est plus prudent lorsqu’on
est exposé au risque de longévité. Les deux études ont été conduites mais pour des soucis
de confidentialité, seuls les résultats obtenus avec le premier estimateur seront présentés.
On représente ci-dessous les taux bruts de mortalité obtenus entre 55 et 100 ans en
fonction du sexe.

Gz

Hommes == Femmes Total

0.4

=
w

Taux de mortalité
=
h*]

=

0.0 T T

80 70 80 a0 100
Age

FIGURE 5.5 — Taux bruts de mortalité
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On voit que la mortalité est plus importante, quelque soit 1’age, chez les hommes. On
segmentera donc notre base selon le sexe des rentiers.

5.3 Lissage des taux bruts de mortalité

L’étape suivante consiste & appliquer un lissage des taux bruts afin de s’assurer de
la croissance des taux et pour supprimer les irrégularités dans les courbes. Trois lissages
seront testés : le lissage de Whittaker-Henderson, le lissage P-Splines et le lissage de
Gompertz-Makeham.

5.3.1 Lissage de Whittaker-Henderson

Le lissage de Whittaker-Henderson, défini dans la partie 4.4.2, est un lissage non-
paramétrique qui consiste & trouver un compromis entre la fidélité aux données et la
régularité de la courbe. On choisit les pondérations suivantes : w, = egec ou e, corres-
pond a l'exposition centrale totale pour ’age x sur la période d’¢tude. Par ailleurs, on
retient les parameétres suivants : z = 2 et h = 1. Ces parameétres permettent de garantir la
croissance des taux de mortalité, et permettent un ajustement satisfaisant. Les résultats

obtenus sont représentés ci-dessous :
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FIGURE 5.6 — Taux bruts lissés par la méthode de Whittaker-Henderson

5.3.2 Lissage P-Splines

Le lissage P-Splines est un lissage non-paramétrique qui apporte une amélioration
au lissage B-Splines reposant sur 'application d’une vraisemblance pénalisée. [24] On se
place ici dans le cadre unidimensionnel.

La méthode P-Splines suppose une distribution Poissonnienne des taux de mortalité
dans le but de se placer dans le cadre des modéles linéaires généralisés (GLMs). Pour
comprendre la méthode, il convient de définir les B-Splines dans un premier temps. Les
B-Splines sont des courbes en forme de cloche qui sont définies en raccordant plusieurs
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courbes polynomiales. Des contraintes de continuité et d’égalité des pentes sont imposées
au niveau de "noeuds" afin d’assurer la régularité de la courbe.

Notons d ~ P(eu) la variable qui modélise le nombre de décés, avec e 'exposition au
risque et p le taux de mortalité. On considére B € R?**¢ un B-Spline équidistant, avec a
représentant les ages et ¢ le nombre de colonnes du B-Spline. Alors :

log(E(d)) = log(e) + log(p) = log(e) + Ba
L’estimation de « se fait par un algorithme de moindres carrés pondérés pénalisés :
(BTWB + P)a = BTWz

avec z = d;—;ﬁ + Ba, [i et & les solutions approximées et W = diag(eft) la matrice des
poids.

La différence avec le lissage par B-Splines réside dans le terme additionnel de pénalisation
P calculé de la fagon suivante :

P =\A%)TAY

Le terme A permet de calibrer le lissage. Plus A\ est élevé, plus la pénalisation sera
importante et donc la dimension effective du modéle sera faible. La dimension effective se
calcule comme la trace de la matrice H ou H = B(BTW B+ P)~'BTW. Pour déterminer
A, on peut se baser sur des critéres de vraisemblance tels que ’AIC et le BIC, lesquels se
définissent dans ce cadre par :

AIC(A) = dev(X) + 2 x dim(A)

BIC(X) = dev()) + log(c) x dim(\)

La figure 5.7 ci-dessous représente 1’évolution de ’AIC, du BIC et de la déviance en
fonction de la dimension effective du modéle. [11]

AlC -= BIC dev

=
=}
=]

=
=]
f

R
=1
=]

=}
=]

4_._._4—a—-—.-4+0 —
.00

Valeur du critére de vralsemblance

5 10 15 20 5 10 15 20
Dimension effective

FIGURE 5.7 — Evolution des critéres de vraisemblance en fonction de la dimension effec-
tive du modéle
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Pour déterminer la valeur de A retenue pour le lissage, on choisit de se baser sur le
BIC. On remarque que la valeur du BIC diminue jusqu’a un certain point avant de croitre
a mesure que la dimension effective augmente. Ainsi, le minimum atteint correspond au
point que l'on retient. On retient donc les valeurs de A associées & ces minimums.

Les lissages obtenus avec ces valeurs de A sont représentés sur la courbe 5.8 ci-dessous :

F \ H

051

041

024 o

Taux de mortalité
"b

0.14 A

oeasecet®®
O5p8e800800000080005

0.0 O0udes

\ } i i ' ' v v ' '
60 70 80 a0 100 &0 70 80 a0 100
Age

FIGURE 5.8 — Taux bruts lissés par la méthode P-Splines

5.3.3 Lissage de Gompertz-Makeham

Le lissage de Gompertz-Makeham est un lissage paramétrique. Pour ce modéle, la
force de mortalité s’écrit :
Mo =+ ﬁ’ym
d’ott on déduit :
S(x+1)
S(x)

qz(0) =1~ =1—exp(—«

_ —1)A"

log'yw )7")

avec 0 = («, 3,7). Pour que les taux de mortalité soient croissants, on doit avoir a > 0,
B > 0 et v > 1. Pour estimer le vecteur de paramétres 6 = (&, 3,%), on procéde par
méthode du maximum de vraisemblance. Les taux lissés s’écrivent alors :

~

Gx(0) = 1 —exp(& — (5 = DY)

log 4

Le lissage obtenu est représenté sur la figure 5.9 ci-dessous :
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FIGURE 5.9 — Taux bruts lissés par la méthode de Gompertz-Makeham

5.3.4 Validation des lissages

Pour comparer les lissages entre eux, on utilise différents tests statistiques permettant
d’évaluer la qualité du lissage au travers de critéres de proximité entre les observations
et le modéle ainsi que de critéres de régularité des courbes obtenues. On définit ci-aprés
les critéres utilisés pour valider les différents lissages.

Test des résidus

Les résidus du modéle se définissent comme I’écart entre les taux bruts et les taux
lissés. Le lissage est adapté si les résidus suivent une loi normale centrée réduite. Pour
tester cette hypothése, on utilisera le test de Shapiro-Wilk.

Test des signes

Le test des signes consiste & compter le nombre de signes positifs et négatifs de la
différence entre les taux de mortalité bruts et lissés. Sous 'hypothése nulle, les valeurs
des taux de mortalité bruts sont supérieures aux valeurs des taux de mortalité lissés dans
50% des cas.

Test de Wilcoxon

Le test de Wilcoxon est une adaptation du test des signes qui consiste & prendre
en compte la valeur de I’écart entre les taux de mortalité bruts et lissés pour chaque age.
Ainsi, si on note w™ la somme des écarts positifs et w™ la somme des écarts négatifs, le
test consiste & tester ’hypothése nulle suivante : wt = w™.
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Critére de fidélité

Le critére de fidélité se base sur la distance quadratique entre les taux bruts et lis-
sés qui doit étre la plus proche possible de zéro :

100

CF = Z (qzltissés o qll?rutS)Q

r=>55

Critére de régularité

Le critére de régularité se base sur la distance quadratique entre les taux lissés consé-
cutifs qui doit étre la plus proche possible de zéro :

100

CR = Z (qgssés o qgisties>2
=56

Résultats obtenus

Le tableau 5.2 ci-dessous récapitule les résultats obtenus a l'issue des différents tests
de validation pour les différents lissages. Le détail des résultats se trouve en annexe.

Test Sexe | Whittaker-Henderson | P-Splines | Gompertz-Makeham
Test des résidus F Validé Validé Rejeté
H Validé Validé Validé
Test des signes F Validé Validé Validé
H Validé Validé Rejeté
Test de Wilcoxon F Validé Validé Validé
H Validé Validé Validé
Criteére de fidélité F 0.0053 0.0067 0.0117
H 0.0083 0.0085 0.0163
Critére de régularité F 0.0024 0.0016 0.0121
H 0.0084 0.0049 0.0092

TABLE 5.2 — Résultats obtenus pour les différents tests de validation des lissages

Les résultats nous aménent & préférer les lissages non-paramétriques a celui de Gompertz-
Makeham. Les lissages de Whittaker-Henderson et P-Splines sont tous deux satisfaisants
mais on décide de retenir le lissage P-Splines du fait des valeurs numériques associées
aux résultats qui sont globalement meilleures.
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5.4 Ajustement des taux par rapport aux références de mor-
talité

Pour obtenir les taux de mortalité a horizon 2050 de nos portefeuilles, on procéde
& une régression linéaire du logit des taux de mortalité HMD projetés a ’aide des six
méthodes envisagées dans le chapitre 4. Pour cela, il faut tout d’abord choisir une année
de référence pour la table du moment. Plusieurs méthodes sont possibles mais on choisit
une méthode simple qui consiste a calculer une moyenne pondérée des années 2015 a 2019
par les expositions annuelles. En procédant ainsi, on obtient une année de référence égale
a 2017. 11 est alors possible de faire une régression linéaire pour cette année de référence.
Concrétement, on fait une régression linéaire du logit des taux de mortalité lissés sur les
taux de mortalité HMD en 2017. On parle de modéle de Brass.

logit(gz) = a + b x logit(¢5¢) + e,
ou logit(g,) = log(liﬁ).

Les taux de mortalité futurs sont obtenus a 1’aide des estimations des coefficients a
et b comme suit :
Gt = logit~!(a + b x logit (g, 7))

eY

ot logit ~(y) = Toey-

5.5 Prolongement des taux de mortalité

Pour finir, il est important de prolonger les taux de mortalité obtenus aux ages élevés.
En effet, ’age limite de survie n’a cessé d’augmenter ces derniéres années. Au Royaume-
Uni, la personne la plus agée connue jusqu’a aujourd’hui est Charlotte Hughes, décédée
en 1993 a I'dge de 115 ans et 228 jours. En France, la supercentenaire la plus agée se
nomme Jeanne Calment, décédée en 1997 & I’age de 122 ans et 164 jours. Plusieurs études
scientifiques suggérent que cette longévité extréme continuera probablement & augmenter
lentement d’ici la fin du siécle, et les estimations montrent qu’une durée de vie de 125 ans,
voire de 130 ans, est possible. Pour ces raisons, on utilise une méthode de prolongement
des taux de mortalité jusqu’a 130 ans. Plusieurs méthodes existent mais on décide de
retenir la méthode de Denuit et Goderniaux. [25](26]

Méthode de Denuit et Goderniaux
La méthode de Denuit et Goderniaux repose sur la régression quadratique suivante :
log Gz = a; + byx + ctr® + €at , Ext ~ N(O, 02)

La calibration se fait année par année pour des ages compris entre 90 et 100 ans et les
taux de mortalité sont projetés jusqu’a 130 ans. Pour ce faire, deux contraintes sont
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suggérées par les auteurs de la méthode :
qu30 =1

q130 = 0
Ces deux contraintes permettent de garantir la fermeture de la table & 130 ans en impo-
sant une allure concave des taux de mortalité aux ages élevés. Les deux contraintes nous

permettent d’écrire :
as + by + cpa® = (130 — 33)2

Finalement, la régression quadratique se réécrit :
0g 4ot = c1(130 = 2)* + €0 , €00 ~ N(0,0%)

Par ailleurs, il est également nécessaire d’effectuer un lissage autour de ’age de raccord.
En effet, on observe une cassure au niveau de cet dge que ’on peut lisser par ’application
d’une moyenne géométrique pour les dges x = xg9 — 5, ..., g + 5 ot g = 100 est 'age de
raccord. Le phénomeéne en question est illustré sur le graphe 5.10 ci-dessous représentant
I’ajustement appliqué aux taux de mortalité de 2017 pour les femmes avant et aprés
lissage par moyenne géométrique.

avant ajustement aprés ajustement

1.004 L&m 'dgx

0751 5
@ g S
E [= (=]
= § S
o & i3
E 950+ g 3
g ) o (éjn
% o &
'_ o f

0.25 4 J_QG

& J?ST
0.004 M WWM
70 a0 110 130 70 a0 110 130

Age

FIGURE 5.10 — Prolongement des taux de mortalité de 2017 pour les femmes avant et
aprés lissage par moyenne géométrique

Amin Ouhammou



CHAPITRE 5. CONSTRUCTION DE LA TABLE DE MORTALITE
82 PROSPECTIVE D’EXPERIENCE

5.6 Synthése

Pour construire des tables de mortalité prospectives d’expérience prenant en
compte la mortalité spécifique des populations rentiéres & notre disposition, on
a procédé en plusieurs étapes. Tout d’abord, on a effectué une analyse des don-
nées. Aprés cette analyse, on a sélectionné la plage d’ages sur laquelle on calcule
les taux de mortalité & l'aide du critére de Cochran. On sélectionne la tranche
d’age 55-100 ans. Les taux bruts de mortalité ont ensuite été lissés par le lissage
P-Splines. Pour projeter ces taux de mortalité & horizon 2050, on a effectué une
régression linéaire du logit des taux de mortalité HMD projetés avec les diffé-
rents modéles étudiés dans la partie précédente. Finalement, ’ensemble des taux
de mortalité ont été prolongés jusqu’a ’dge de 130 ans & ’aide de la méthode de
Denuit et Goderniaux.
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Chapitre 6

Application a un portefeuille de
rentiers dans le cadre d’un swap de
longévité

6.1 Présentation des données

Afin de tester la pertinence des tables mises en place, on travaille sur un traité de
réassurance basé sur un swap de longévité. Le traité est entré en vigueur le 01/01/2017
et on dispose des données jusqu’au 31/12/2022. Or, la derniére année est exclue de la
période d’observation & cause des décés survenus non déclarés.

Les rentes viagéres correspondent & des rentes de fonds de pension et sont toutes en
phase de restitution. Le portefeuille contient environ 23 000 polices (qui peuvent porter
sur une ou deux tétes). Il se compose a 50% d’hommes et 50% de femmes. Par ailleurs, on
dispose de plusieurs informations sur le type de la rente. On distingue 2 types de rentes :

- les rentes sans réversion qui portent sur une téte,
- les rentes avec réversion qui portent sur deux tétes.

Au sein de ce portefeuille, 71.8% des rentes sont avec réversion et 21.2% sont sans
réversion. Parmi celles qui sont avec réversion, une information supplémentaire est fournie
pour connaitre le statut de la rente. Le statut a 4 modalités différentes :

- Both alive : les deux tétes sont en vie,

- 1Ist life dead, 2nd life alive : la téte principale est décédée, le bénéficiaire est en
vie,

- 1st life alive, 2nd life dead : la téte principale est en vie, le bénéficiaire est décédé,

- Both dead : les deux tétes sont décédées.

La répartition des polices concernées selon ces différents statuts est représentée ci-
dessous :
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Both dead
21%

Both alive
55%

1st life dead, 2nd life alive
6%

FIGURE 6.1 — Répartition des polices avec réversion selon les différents statuts possibles

Lors de la phase de calcul des métriques SII, on ne travaillera que sur les contrats
pour lesquels au moins une des deux tétes est encore en vie, puisque les engagements sont
nuls pour les autres contrats. Ils représentent environ 79% des contrats avec réversion.
Par ailleurs, on exclut les polices qui n’entrent pas dans le scope d’age (55-130 ans) étudié
ici. Cela concerne 9.2% du portefeuille composé des polices pour lesquels on posséde des
engagements non nuls. Notons que le détail de la répartition des 4ges n’est pas fourni
pour des soucis de confidentialité.

D’autre part, les données de ce portefeuille n’ont pas été utilisées lors de la phase de
construction de la table de mortalité d’expérience de référence. Ainsi, 'objectif ici sera
de comparer la mortalité observée sur I’historique de données disponible avec la mortalité
de référence qui a été mise en place précédemment.

6.2 L’analyse d’expérience

Pour cela, on procéde a une analyse d’expérience. L’analyse d’expérience est un pro-
cessus annuel qui vise & analyser ’expérience observée sur le portefeuille pour en tirer
des conclusions quant aux tables de mortalité utilisées. C’est donc en quelque sorte un
processus de backtesting. Dans 1'équipe Longévité, I'analyse d’expérience se fait sur une
période de 7 ans mais dans notre cas, il n’est pas possible d’envisager une réelle analyse
d’expérience du fait de la date d’entrée en vigueur du traité. Au cours de I'analyse d’ex-
périence, plusieurs types d’analyse sont mis en place. Lorsque des déviations importantes
sont observées, des ajustements sont proposés. Ici, on procédera & une analyse d’expé-
rience simplifiée, le but étant de présenter cette méthodologie et les ajustements qui sont
possibles.

Le processus d’analyse d’expérience repose sur le calcul d’une métrique : le ratio A/E.
Le ratio A/E se définit comme le rapport entre le nombre de décés observés (Actuals)
sur le nombre de décés prédits par les tables de mortalité (Expected).

Trois niveaux d’analyse sont proposés : un calcul de A/E en fonction du sexe sur la pé-
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riode d’observation, un calcul de A/E en fonction du sexe et de 'année et pour terminer
un calcul de A/E en fonction du sexe et de I’age.

A /E en fonction du sexe

Lors d’une analyse d’expérience, le premier calcul de A/E se fait en fonction du sexe.
En effet, si le A/E obtenu sur la période d’observation est suffisamment proche de 100%,
alors on décide de ne pas mettre a jour les hypothéses de mortalité. Pour ce faire, on
fixe en général une marge d’erreur de plus ou moins 3%, et il faut que Uintervalle de
confiance correspondant contienne 100%. Il est également possible de faire appel a des
formules plus complexes pour le calcul des intervalles de confiance mais pour simplifier,
on retiendra ce critére. Si la déviation est trop importante, alors une analyse des ratios
A/E selon différents facteurs est mise en place dans le but de comprendre d’ou vient
la déviation observée et de faire les ajustements nécessaires. En effet, si l'intervalle de
confiance se situe en-dessous de 100%, cela signifie que la mortalité est sur-estimée et
ameéne & sous-provisionner, tandis que s’il est supérieur & 100%, elle est sous-estimée, ce
qui pourrait conduire & sur-provisionner. La figure 6.2 ci-dessous compare les valeurs de
A/E obtenues avec les tables de mortalité qui ont été calibrées précédemment et celles
qui sont utilisées actuellement.

méthode actuelle —#- méthode proposée

120%9

80% 4

FIGURE 6.2 — A/E en fonction du sexe

On voit que pour les tables de mortalité calibrées précédemment, aucun ajustement
n’est nécessaire puisque les intervalles de confiance contiennent 100%. Néanmoins, pour
les tables de mortalité utilisées actuellement, on voit que l'intervalle de confiance se situe
au-dessus de 100%, ce qui signifie que les tables de mortalité sous-estiment la mortalité
globale du portefeuille. Pour mieux comprendre d’ou vient cet écart, on procéde & des
analyses par sexe et année, puis par sexe et age.
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A /E en fonction du sexe et de ’année

Pour mieux analyser la mortalité observée, on peut par exemple regarder 1’évolution
du ratio A/E en fonction du temps. Pour simplifier, on procédera & une analyse sur
les données concernant les femmes du portefeuille. Les analyses sont similaires pour les
hommes. La figure 6.3 représente les valeurs du ratio A/E sur la période d’observation.

méthode actuelle —=- méthode proposée
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FIGURE 6.3 — A/E en fonction de 'année pour les femmes du portefeuille

A T’aide de cette analyse, on voit trés clairement que la valeur du ratio A /E est biaisée
par le A/E de 'année 2020. En effet, les hypothéses actuelles reposent sur un modéle du
CMI pour lequel 'année 2020 n’est pas incluse dans la période de calibration du modéle,
ainsi on se retrouve avec des taux de mortalité faibles en 2020. Les décés réels sont donc
beaucoup plus importants que ceux prédits du fait de la pandémie de COVID-19, d’ou
cette valeur de prés de 120% en 2020. C’est ce phénomeéne qui, aujourd’hui, pose probléme
en Longévité : les données COVID-19 compliquent le processus d’analyse d’expérience.
C’est 14 toute 'utilité des modéles testés dans ce mémoire qui, eux, prennent en compte
ces données et fournissent des taux de mortalité adaptés. Enfin, on notera également que
pour les autres années, les A /E sont toujours plus élevés que ceux obtenus avec le modele
Proposeé.

A /E en fonction du sexe et de ’age

D’autre part, il est possible d’effectuer une analyse des A/E en fonction de Iage.
Pour cela, on créé plusieurs tranches d’ages de 5 ans et on analyse la distribution des
A/E en fonction de I'age. Toujours pour des soucis de simplicité, on fera ’analyse sur
les données concernant les femmes du portefeuille. Les résultats obtenus sont représentés
sur la figure 6.4 ci-dessous :
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méthode actuelle —= méthode proposée

[55-60[ [50-65] [65-70[ [70-75] [75-80] [60-85[ [B5-90] [90-95] [95-100]
Age

FIGURE 6.4 — A/E en fonction de I’age pour les femmes du portefeuille

Pour le modéle proposé, on observe que le ratio A /E croit globalement en fonction de
I’age. Ainsi, les tables de mortalité sur-estiment la mortalité pour les 4ges compris entre
60 et 80 ans et sous-estiment la mortalité pour les ages extrémes, ce qui est préférable
dans ce cadre. En effet, ce qui nous préoccupe majoritairement est ce qui se passe au
niveau des ages élevés. Pour ces ages, il est préférable d’avoir des A /E supérieurs a 100%
afin d’étre prudent quant aux phénoménes de longévité importante. Pour les ages plus
jeunes, on pourrait envisager de réajuster les taux de mortalité a la baisse de sorte & avoir
des A/E plus proches de 100%. En pratique, les ratios A /E obtenus sont convenables et
ne feraient pas I'objet d’un ajustement.

Bilan

En pratique, des analyses plus poussées sont effectuées dans le but de mettre a jour
les hypothéses de mortalité de la meilleure fagon possible. Plusieurs ajustements, plus ou
moins simples, peuvent étre envisagés. Le plus simple consiste par exemple & multiplier
les taux de mortalité annuels par le ratio A /E global obtenu sur la période d’observation.
Cela permet de ramener le A/E global autour de 100% sans modifier la forme des taux
de mortalité.

6.3 Calcul du Best Estimate

6.3.1 Principe de calcul

Comme rappelé au chapitre 1, le Best Estimate correspond & la somme actuelle pro-
bable des flux de trésorerie futurs sur la base de la courbe des taux sans risque.

F % _Fentrants Fsortants X
BE =3 = S ey
— (1+ 1) (147
ou :
- Fgrtrants correspond aux primes versées par la cédante, celles-ci étant fixées a la

signature du contrat,
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- Fportants 1y, correspond aux rentes viagéres qui seront potentiellement versées
aux rentiers du portefeuille.

Le calcul des flux est plutét complexe puisqu’il tient compte de 'inflation ou encore du
type de contrat (avec ou sans réversion).

6.3.2 Analyse du risque de tendance

Pour évaluer 'impact du risque de tendance sur le niveau des provisions, on calcule le
Best Estimate pour chacun des 6 modéles testés pour projeter la composante temporelle
du modéle de Renshaw-Haberman. On calcule également les écarts relatif et absolu avec
le Best Estimate de référence qui est obtenu avec le modéle jump que I'on a décidé de
retenir comme modeéle de référence au chapitre 4.

Les résultats sont présentés ci-dessous :

modele BE (en GBP) écart absolu avec le écart relatif avec le
BE de référence BE de référence
rwd -52 679 963 -6 726 323 -14.6%
ajusted rwd -47 315 658 -1 362 018 -3.0%
logistic -46 055 111 -101 471 -0.2%
jump (référence)  -45 953 640 0 0%

pot -46 663 509 -709 869 -1.5%
rs -46 787 722 -834 082 -1.8%

TABLE 6.1 — Valeurs du Best Estimate obtenues avec les différents modéles testés et
écarts avec le Best Estimate de référence

On observe un écart trés important avec le modéle standard, de 'ordre de -14.6%, ce
qui montre I'impact important associé au choix du modéle standard qui est trés affecté
par les données COVID-19. Par ailleurs, on observe que le modéle de référence choisi
est prudent puisque les écarts avec les autres modéles sont négatifs, ce qui signifie qu’ils
prévoient un montant de provisions plus faible. On note par ailleurs que, outre le modéle
standard, les autres modéles fournissent des valeurs du Best FEstimate trés proches de
celle obtenue avec le modéle de référence.

6.3.3 Analyse du risque de base

Pour rappel, le risque de base porte sur la prise en compte ou non des données
d’expérience afin d’ajuster les taux de mortalité prospectifs utilisés pour le calcul du Best
Estimate. On quantifie cet effet d’antisélection en calculant la différence entre les valeurs
du Best Estimate obtenues avec les taux de mortalité HMD prospectifs pour lesquels les
données d’expérience ne sont pas prises en compte et celles obtenues précédemment. Les
résultats sont présentés ci-dessous :
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modéle écart absolu (en GBP) écart relatif
rwd -9 197 055 -17.5%
ajusted rwd -9 014 630 -19.1%
logistic -8 876 597 -19.3%
jump -8 498 029 -18.5%
pot -8 900 415 -19.1%
s -8 701 069 -18.6%

TABLE 6.2 — Ecarts du Best Estimate obtenu & partir des taux de mortalité futurs de
la population nationale par rapport au Best Estimate calculé avec les taux prospectifs
d’expérience

Quelque soit le modéle, on observe des écarts trés importants, de ’ordre de 9 millions
de livres sterling. Ne pas prendre en compte le risque de base pése donc fortement sur le
niveau de provisions. En effet, la non-prise en compte de ce risque entraine une diminu-
tion de presque 20% par rapport au Best Estimate calculé a partir des taux prospectifs
d’expérience. Rappelons que ces impacts ne concernent qu'un seul traité de réassurance.
En agrégeant les impacts liés au risque de base pour plusieurs traités, le bilan s’en re-
trouverait fortement impacté.

6.4 Calcul du SCR longévité

Il a été vuen 1.1.1 que le SCR correspond au niveau de fonds propres dont I'assureur
doit disposer pour faire face & une situation de ruine économique sur un horizon de 1 an
avec une probabilité de 99.5%. Le SCR peut étre calculé avec 2 approches différentes :

- I'approche formule standard
- approche modéle interne

Au sein de Partner RE, la formule standard proposée par le régulateur est utilisée.
Cette approche consiste a calcul un SCR par facteur de risque avant de procéder a une
agrégation des SCRs a 'aide de matrices de corrélations. Chaque SCR modulaire est
obtenu en calculant la différence entre une NAV (Net Asset Value) centrale et une NAV
choquée :

SCR = max(NAVo - NAVO,choquéey O)

ou NAVy = Ay — BEg, A étant ’actif.
Pour les chocs de souscription, les chocs n’ont pas d’impact sur 'actif. La formule se
réduit alors & :

SCR = max(BE07choqué - BE[), 0)

L’équipe Longévité est en charge du calcul d’un seul SCR modulaire : le SCR longévité.
Celui-ci se matérialise par un choc a la baisse des taux de mortalité de 20%. Pour ce
portefeuille, la part du Best Estimate correspondant aux primes n’es pas impactée par
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le choc. La formule du SCR longévité se réduit alors a :

_ sinistres sinistres
SCR = max(BEf choque — BED ,0)
ou
sortants
BEsinistres — § :u

- (T4t

Le SCR longévité a été calculé pour chacun des modéles de projection de la composante
temporelle testés dans ce mémoire. Les écarts avec le SCR, longévité de référence sont
également calculés :

modéle SCR longévité écart absolu avec le écart relatif avec le
(en GBP) SCR longévité de référence SCR longévité de référence
rwd 33 054 397 -1 993 432 -5.7%
ajusted rwd 33 783 979 -1 263 850 -3.6%
logistic 34 609 392 -438 437 -1.3%
jump (référence) 35 047 829 0 0%

pot 33 981 026 -1 066 803 -3.0%
s 33 897 894 -1 149 935 -3.3%

TABLE 6.3 — SCRs longévité obtenus & partir des différents modéles testés et écarts avec
le SCR longévité de référence

Les SCRs obtenus sont relativement proches. Si 'on souhaite étre prudent, le choix
du modele de référence est pertinent puisqu’il fournit le SCR longévité le plus élevé.

6.5 Synthése

Dans le chapitre précédent, nous avons calibré des tables de mortalité d’expérience
qui ont pour but, en pratique, de servir pour le calcul de provisions Best Estimate
pour des portefeuilles pour lesquels on a encore trés peu d’expérience. On a choisi
d’appliquer les résultats des parties précédentes & un traité de réassurance entré
en vigueur en 2017. Le choix s’est porté sur ce portefeuille car on a suffisamment
d’années d’expérience pour introduire le concept d’analyse d’expérience, processus
qui s’apparente & un backtesting. L’analyse d’expérience, bien qu’elle se base sur un
nombre réduit d’années, nous a permis de montrer que les tables de mortalité sem-
blaient étre adaptées au portefeuille étudié. Par ailleurs, les provisions Best Fstimate
ont été calculées pour chacun des modéles. Ces calculs permettent de mettre en évi-
dence I’écart important entre les Best FEstimate obtenus avec le modéle standard et
ceux obtenus avec les autres modéles. Par ailleurs, nous avons effectué un test de
sensibilité qui consistait & calculer les provisions avec et sans prise en compte des
données de portefeuille & notre disposition. Cela a permis de mettre en relief I'impact
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important associé au risque de base sur le niveau de provisions. Pour finir, nous avons
calculé les SCRs longévité associés & chacun des modéles testé dans ce mémoire. Ces
calculs ont pu montrer que le SCR longévité variait peu selon le modéle, et que le
SCR longévité le plus élevé et donc plus prudent était obtenu avec le modeéle qui a
été retenu.
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Conclusion

Ce mémoire portait sur I’étude de portefeuilles de rentes viagéres en Angleterre et
au Pays de Galles. Pour mieux maitriser le risque de longévité inhérent a ce type de
portefeuille, il est possible d’avoir recours a des swaps de longévité. Cette solution permet
de transférer le risque de longévité au réassureur. En tant que réassureur, il est donc
primordial de disposer de tables de mortalité prospectives adaptées aux populations
rentiéres étudiées. Tel était I'objectif de ce mémoire. Pour mettre en place des tables Best
Estimate, la méthodologie a référence externe a été retenue. Cette méthode consiste a
ajuster des données de portefeuilles a celles de la population générale. Ainsi, la premiére
étape a été de construire des tables de mortalité prospectives sur les données HMD
de la population générale & ’aide d’un modéle stochastique de mortalité. Le modéle
de Renshaw-Haberman s’est révélé étre le plus adapté aux données de 1’Angleterre et
du Pays de Galles, notamment grace a sa capacité a prendre en compte les effets dits
de cohorte. Par ailleurs, nous avons identifié un probléme sur le paramétre de période
qui était lié aux données COVID-19 en 2020. En effet, nous avons vu que ces données
affectent la qualité du modéle standard qui repose sur une marche aléatoire avec dérive.
Plusieurs solutions ont été proposées pour pallier ce probléme. Parmi les divers modéles
de projection de la composante temporelle testés, certains prennent en compte de facon
explicite les sauts de mortalité tels que celui engendré par le COVID-19. Diverses analyses
nous ont amené & choisir le modéle a sauts transitoires comme modéle de référence.
Pour construire des tables de mortalité prospectives d’expérience prenant en compte la
mortalité spécifique de 7 portefeuilles de rentes viagéres, il a fallu procéder en plusieurs
étapes. Tout d’abord, une analyse des données nous a permis de déterminer la plage
d’age sur laquelle nous allions travailler. La tranche d’age 55-100 ans a finalement été
retenue. Les taux bruts de mortalité ont ensuite été lissés par le lissage P-Splines. Enfin,
afin de pouvoir projeter ces taux de mortalité & horizon 2050, nous avons effectué une
régression linéaire du logit des taux de mortalité HMD projetés avec les différents modéles
étudiés. Pour terminer, I’ensemble des taux de mortalité ont été prolongés jusqu’a I'age
de 130 ans a I'aide de la méthode de Denuit et Goderniaux. En pratique, les tables de
mortalité prospectives ainsi obtenues ont pour but de servir pour le calcul de provisions
Best Estimate pour des portefeuilles pour lesquels on a encore trés peu d’expérience.
Nous avons choisi d’utiliser les différentes tables de mortalité prospectives d’expérience
obtenues avec les différents modéles pour un traité de réassurance entré en vigueur en
2017. L’analyse d’expérience nous a permis de montrer que les tables de mortalité étaient
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plutot adaptées au portefeuille étudié. Par ailleurs, les provisions Best Estimate ont été
calculées pour chacun des modéles. Ces calculs ont permis de mettre en évidence 1’écart
important entre les Best Estimate obtenus avec le modéle standard et ceux obtenus avec
les autres modéles. Le modéle de référence qui a été choisi est prudent puisqu’il suggére un
montant de provisions ainsi qu'un SCR longévité plus élevé que les autres modéles. Les
écarts avec la plupart des autres modéles sont cependant relativement faibles. Notons
que les impacts qui ont été mis en avant ne concernent qu'un seul traité. Cependant,
en cumulant les impacts pour plusieurs traités, la solvabilité pourrait en étre fortement
impactée.

Limites et perspectives

En pratique, il n’existe pas de modéle parfait de mortalité, puisqu’on ne peut savoir
de quoi est fait I’avenir. C’est pourquoi, dans ce mémoire, il a été question de mettre en
place un modeéle qui soit considéré comme optimal selon différents critéres statistiques.
Par ailleurs, les modéles qui ont été testés ne prennent pas en compte certains phéno-
meénes tels que le déréglement climatique ou encore la dégradation du systéme de santé.
Ce choix est plus ou moins volontaire car, pour 'instant, nous avons assez peu de recul
sur ces phénomeénes. De plus, ceux-ci impliquent une hausse des taux de mortalité, ce qui
reviendrait & utiliser des hypothéses moins prudentes lorsque 'on s’intéresse au risque
de longévité. En revanche, lorsque le risque de mortalité est couvert comme c’est le cas
dans d’autres équipes du service Provisionnement Vie de Partner RE, ces potentielles
aggravations de la mortalité constituent un enjeu important. L’impact du déréglement
climatique sur les tables de mortalité fait d’ailleurs I'objet d’un sujet de mémoire au
sein de Partner RE. D’autre part, les hypothéses qui ont été calibrées dans ce mémoire
n’incluent pas de variables explicatives telles que la catégorie socio-économique ou bien
la zone géographique par exemple. On explique cela par les données qui sont & notre
disposition. En effet, pour mettre en place des modéles qui prennent en compte d’autres
variables, il faudrait avoir des expositions dites initiales au risque, ce qui n’est pas le
cas en Longévité. Par ailleurs, les données relatives aux rentiers qui sont fournies par la
cédante ne sont pas assez riches et les données manquantes sont trop importantes pour
envisager ce type de modélisation. Pour finir, nous avons été limités par le modéle de
projection utilisé pour le calcul des métriques SII. En effet, pour chaque modéle, il aurait
été préférable de calculer un Best Estimate pour chaque trajectoire de mortalité (10 000
au total), puis faire la moyenne de ces Best Estimate. En pratique, cela n’est pas pos-
sible puisque l'outil utilisé permet uniquement d’effectuer des projections déterministes.
Ainsi, nous avons été contraint de calculer le Best Estimate & partir d’une trajectoire de
mortalité moyenne. En revanche, nous avons commencé a mettre en place un modéle sur
R qui réplique le calcul du Best Estimate afin d’accélérer les temps de calcul et permettre
le calcul rapide de plusieurs milliers de Best Estimate. Pour ce faire, il a fallu utiliser des
techniques de parallélisation de code, & I'aide du package parallel sur R.
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Annexe B

Estimation de la log-vraisemblance
des modéles

B.1 Calibration du modéle standard (démonstration de la
proposition 1)

On pose z; = kg1 — ke ~ N(it,02). On note K le nombre d’observations de la série
des (k¢). On dispose alors de K — 1 observations de la série des (z;). Par ailleurs, on a :

1 _(zmw?
Vie [, K —1], f(z) = o o2

D’ou le résultat.

B.2 Calibration du modéle & sauts transitoires (démonstra-
tion de la proposition 2)

On pose z; = K1 — ke Alors :

2t =p+0Zip1 + Yip1 Nepr — Vi Ny

241 =+ 0219+ YigoNito — Yip 1 N

Ainsi, z; et z;41 sont indépendants seulement dans le cas ott Nyy1 = 0. En revanche, z;
et 2441 sont corrélés si Ny11 = 1, ce qui nécessite de calibrer les paramétres par la méthode
de maximum de vraisemblance conditionnelle. Pour cette méthode, la log-vraisemblance
se calcule comme suit :

K-2

l0g[f (21, 21)) = > log[f (zi41]2:)] + log[f(21)]

i=1
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11 s’agit donc de déterminer les expressions de f(zi41|2¢) et de f(z1).
Commencons par calculer f(zi41]2t).
Si Niey1 =0, alors :

241 = b+ 0242 + Yo Npyo

Ainsi, 2¢11]|(Ney1 = 0, Nevo = 0) ~ N (Mpy, S2,) avec My, = p et S2, = o>
et 2i41|(Neg1 = 0, Nyyo = 1) ~ N (M, S’%y) avec Mpy = p+m et S,%y =02+ 5%
Si Ney1 =1, alors -

2t =p+ 021+ Y — YV

2t41 =+ 0Zi2+ YipoNppo — Vi

En combinant ces deux équations, on obtient :

241 =+ 029+ YiioNypo — Y

2ip1 = =2t + 21+ 0(Zip1 + Ziyo2) + YigoNeyo — Vi Ny

1AiIlSi7 Zt—i—l’(ztyNt = O,Nt+1 = 1,Nt+2 = O) ~ N(Mnynvs%yn) avec M?’Lyn = 2,[1, — Zt et

S?lyn =202,
zir1|(ze, Ne = 1, Npy1 = 1, Nypo = 0) ~ N(Myyn,SZyn) avec Myyn = 20 —m — 2 et
S2 =202+ 5%

yyn
ziv1| (26, Ne = 0, Npy1 = 1, Nygg = 1) ~ N(Mnyy,Sgyy) avec Mpyy = 21+ m — 2 et
Sfbyy =20% + 52
et zey1l(z, Ny = 1, Npp1 = 1, Nppo = 1) ~ N(Myyy, Sg,,)
Sgyy =202 + 252
La densité conditionnelle f(z4+1]2¢) s’écrit donc :

avec Myy, = 2pu — 2 et

fQzevilze) = f(ze41]|(Nig1 = 0, Nyo = 0))P(Nig1 = 0, Nijp = 0)
+ f(zt41[ (N1 = 0, Neyo = 1))P(Ni1 = 0, Npjo = 1)
+ f(ze41](2t, Ne = 0, Npy1 = 1, Neyo = 0))P (2, Ny = 0, N1 = 1, Nyjpo = 0)
+ f(ze41](26, Ne = 0, Npy1 = 1, Nyyo = 1))P(2, Np = 0, N1 = 1, Nypa = 1)
+ f(ze41l(2t, Ne = 1, Ny = 1, Nwo = 1))P(2¢, Ne = 1, Nyt = 1, Npyo = 1)
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soit :
1 _ (zig1—Mnn)®

f(zt1]z) = \/%756 257 x (1 —p)2

1 _ (Zig1—Mny)?

+—e 257y x (1 —p)p
V21 Sny ( )

1 _ (Zi+1*2lwnyn)2 )
+——e 2Snyn x (1 —p)p
V27 Spyn ( )

1 7(zi+1*éwyyn>2 )
+ — e 2Syyn X (1—
NCTT (1—-p)p
1 _(Zi+1*2Mnyy>2 )
4+ ——e 25iiyy x(1—p
V27 Snyy ( )
1 _ Gip1—Myyy)?
4+ — ¢ 25%y % p3

V21 Syyy

Désormais, calculons f(z7).

Pour z;, on a :
z21=pu+0Zy+Ys — Y1 Ny

Ainsi, z1|(Ny = 0, Ng = 0) ~ N (My,,, 52,,) avec M, = p et S2, = o2,
21|(N1 =0,Ny =1) ~ N(Mny,S’,iy) avec My, = p+m et S’gy =0% + 52,
21|(N1 =1, N3 =0) ~ N(Myn,gzn) avec My, = i —m et Sgn =o0?+5?
et z1|(Ny = 1, Ng = 1) ~ N'(M,,, Ajy) avec My, = et S’gy = 0%+ 252, La densité f(21)
s’écrit donc :

f(z1) = f(z1|(N1 = 0, N2 = 0))P(N1 = 0, N2 = 0)
+ f(Zl‘(Nl =0,Ny = 1))P(N1 =0,Ny = 1)
+ f(Zl‘(Nl = 1,N2 = 0))P(N1 = 1,N2 = 0)
+ f(Zl‘(Nl =1,Ny = 1))P(N1 =1,Ny = 1)
soit :
f( ) 1 (Zlfg\gnn> ( )2
z1) = —€ 25in X (1—p
! V27 Snn
1 _(zlffgynﬂ
+——e P x(1-p)p
V21mSyn ( )
1 7(21—{\;2[711;)2
+——e P x(1-p)p
V21 Sny ( )
1 _(Zlff‘zyy)2
+ e i x(1—pp

\/ 27r5'yy

Ceci démontre la proposition.
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B.3 Calibration du modéle de changement de régime (dé-
monstration de la proposition 3)

On pose z; = K1 — ke Alors :
2l(pr=1) = e ~ N(p,0°)
al(pr = 2) = £ ~ Ni(m, 5%)
Notons Lg—1 = f(z1,...,2K—1). Alors :
Li-1=f(21, s 25k-1,px-1 = 1) + f(21, ., 2K -1, pr -1 = 2)
Or, pour s € {1,2}, on a :

f(zl, e RK—15,PK—-1 = 8)

flzr—1|21s oy 2K—2, px—1 = 8) f (21, .0, ZK—2, PK—1 = S)

flzr—1]#1s oy 2K—2, pr—1 = 8) f(pr—1 = 8|21, ..., 2K —2) f (21, ., 2K —2)
J(

zi-1lpx—1 = 8){x_1|k—2,s LK 2

lK_l(S)

ot {1k —2,s = f(Pr—1 = 8[21, . 2K 2).
On en déduit que :

Lg1=Lk Y flzr-1lpx-1=9)Ek 1jk-2.
se{1,2}

flzr-1lpr—1 = 1)) (§K1|K2 1>
Notons fx_1 = et € 1o = =], Alors :
fr-1 (f(ZK—l\PK_l = 2) SK-1K—2 SK-1K-2,2

Lig-1=Lg 2" fl_1&x-1Kk—2
K-1
= H JrErik—1
k=2

(s, 05) = (w,0) sipp =1

Pour tout k&, on peut déterminer f, car z = 5) ~ N (s, 02) avec . .
P T kl(ok = 5) (115 ) { (s, 05) = (m,s) sipp =2

Le terme &, s’obtient a partir des relations suivantes :
Sklk—1,1 = Sk—1|k—1,1P11 + Ep—1|k—1,2P12

Sklk—1,2 = Sk—1|k—1,1P12 + Sp—1|k—1,2P22

ol &§_1jx—1,s représentent les probabilités filtrées et ps, s, les probabilités de transition
de ’état s1 a 'état so.
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Annexe C

Tests de log-vraisemblance visant a
déterminer la loi la plus adaptée a la
série des (Aky)

Pour déterminer la loi alternative a utiliser au chapitre 4, nous nous sommes basés
sur les graphes de Cullen et Frey. En réalité, d’autres tests ont été réalisés. En effet, 3 lois
ont été testées : la loi normale, la loi logistique et la loi de Student. Les lois logistique et
de Student ont été choisies car elles sont a valeurs réelles (contrairement a certaines lois
qui sont & valeurs réelles positives par exemple) et qu’elles ont des queues plus lourdes
que la loi normale. Les valeurs de la log-vraisemblance obtenues & I’issue de la calibration
ont été comparées avec celles de la loi normale.

La loi la plus adaptée est celle pour laquelle la log-vraisemblance est la plus élevée.
Si on s’en tient & cela, il faudrait retenir la loi logistique pour les femmes et la loi de
Student pour les hommes. Cependant, les résultats sont trés proches, contrairement aux
résultats obtenus avec la loi normale. Pour simplifier I’étude, il a été décidé de ne retenir
qu’une seule loi. Le choix s’est finalement porté sur la loi logistique.

Sexe | Loi normale | Loi logistique | Loi de Student
Log-vraisemblance F -178.3848 -173.3185 -174.2761
H -163.8538 -155.4564 -154.8716

TABLE C.1 — Valeurs de la log-vraisemblance pour les lois testées
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Annexe D

Résultats obtenus pour les différents
tests de validation des lissages

Test Sexe | Whittaker-Henderson P-Splines Gompertz-Makeham
Test des résidus F p-value = 0.6232 p-value = 0.7981 p-value = 0.0029
H p-value = 0.4007 p-value = 0.4785 p-value = 0.3083
Test des signes F p-value = 0.4691 p-value = 0.6587 p-value = 0.1038
H p-value = 0.4614 p-value = 0.8829 p-value = 0.0259
Test de Wilcoxon F p-value = 0.9226 p-value = 0.9473 p-value = 0.5624
H p-value = 0.8490 p-value = 0.9041 p-value = 0.6106
Critére de fidélité F 0.0053 0.0067 0.0117
H 0.0083 0.0085 0.0163
Critére de régularité | F 0.0024 0.0016 0.0121
H 0.0084 0.0049 0.0092

TABLE D.1 — Résultats obtenus pour les différents tests de validation des lissages
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