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PLAN
1. La théorie moderne du portefeuille

2. Problématique de l’allocation optimale en vision ALM

3. Construction d’un proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

4. Mise en œuvre pratique et résultats
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LA THÉORIE MODERNE DU 
PORTEFEUILLE
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

1 • La théorie moderne du portefeuille

THÉORIE DE MARKOWITZ

𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑆ℎ𝑎𝑟𝑝𝑒 =
𝐸𝑅 − 𝑟𝑓

𝑉𝑜𝑙

𝐸𝑅 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 𝐸𝑅𝑖

𝑉𝑜𝑙 = 𝜎2 = 𝑤′Σ 𝑤
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

1 • La théorie moderne du portefeuille

MAXIMISATION DE L’ESPÉRANCE D’UTILITÉ

(P)  :  𝑚𝑎𝑥𝑤 𝐸 𝑈 𝑉𝑡

𝑉𝑇 𝑤 = 𝑉0 ෍

𝑖=0

𝑛

𝑤0
𝑖
𝑆𝑇
𝑖

𝑆0
𝑖
= 𝑉0 ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤0
𝑖
𝑆𝑇
𝑖

𝑆0
𝑖
+ 1 − ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤0
𝑖 . 1 + 𝑟𝑓

𝜋 𝑤 =
𝑉𝑇
𝑉0

− 1 + 𝑟𝑓 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤0
𝑖

𝑆𝑇
𝑖

𝑆0
𝑖
− 1 + 𝑟𝑓 ≡ 𝑤′𝜋

𝑉𝑇 𝑤 = 𝑉0 1 + 𝑟𝑓 + 𝑤′𝜋

Si de plus, l’excès de rendement 𝜋 ∼ 𝒩 𝜇, Σ et 𝑉0 = 1, alors 𝑉𝑇 ∼ 𝒩( 𝜇𝑉 , 𝜎𝑉
2) avec 𝜇𝑉 = 1 + 𝑟𝑓 +𝑤′𝜇 et 𝜎𝑉

2 = 𝑤′Σ𝑤

𝐀𝐯𝐞𝐫𝐬𝐞 𝐚𝐮 𝐫𝐢𝐬𝐪𝐮𝐞 ⇔ ቊ
𝐔′ > 𝟎
𝐔′′ < 𝟎

Coefficient d’Arrow-Pratt 

𝑨 = −
𝑼′′

𝑼′
> 𝟎

Fonction CARA : 𝑼 𝒙 = −𝐞𝐱𝐩 −𝜸𝒙 , 𝜸 ≥ 𝟎 → 𝑨 𝒙 = 𝜸 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆. Par suite : (P1) : 𝒘∗ = 𝒂𝒓𝒈𝒎𝒂𝒙𝒘 𝝁𝑽 −
𝜸

𝟐
. 𝝈𝑽

𝟐

Fonction IARA : 𝑼 𝒙 = 𝒙 − 𝜶 𝒙𝟐, 𝜶 ≥ 𝟎 → 𝑨 𝒙 =
𝟐

𝟏 −𝟐 𝜶 𝒙
croissante en x. Par suite : (P2) : 𝒘𝒙 = 𝒂𝒓𝒈𝒎𝒂𝒙𝒘 𝝁𝑽 − 𝜶. (𝝈𝑽

𝟐 + 𝝁𝑽
𝟐)
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

1 • La théorie moderne du portefeuille

MAXIMISATION DE L’ESPÉRANCE D’UTILITÉ
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PROBLÉMATIQUE DE L’ALLOCATION 
OPTIMALE EN VISION ALM
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

2 • Gestion actif/passif

PASSIF

Epargne

Fonds Euro

Unités de compte

Age moyen Ancienneté 

moyenne

Primes 

programmées

Provisions 

mathématiques
TMG 

moyen

45 ans 12 ans 9 millions 

d’euros

2.3 milliards 

d’euros

2.5%

Retraite

Phase de constitution 

Retraite

Phase de restitution

Âge 

moyen

Ancienneté 

moyenne

Âge moyen 

de la retraite

Statut Primes 

programmées

Provisions 

mathématiques
TMG 

moyen

73 ans 28 ans 64 ans Cotisants : 21%

Rentiers : 79%

3 millions 

d’euros

1.8 milliards 

d’euros

0.73%

𝑏𝑒 = 𝑏𝑒_𝑠𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠 + 𝑏𝑒_𝑓𝑟𝑎𝑖𝑠_𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛𝑠 − 𝑏𝑒_𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

Sinistres pour l’épargne :

Rachats

Arbitrages entre le fonds Euro et les UC

Maturités

Taxes sociales - CSG

Sinistres pour la retraite:

Rachats

Maturités ou sorties en capital

Annuités

Prestations décès
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

2 • Gestion actif/passif

ACTIF
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Données au 31/12/2022



www.institutdesactuaires.com

4, rue Chauveau-Lagarde – 75008 Paris – tél. 01 44 51 72 72

ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

2 • Gestion actif/passif

SCÉNARIOS ÉCONOMIQUES

Monde risque neutre

→ Probabilité risque neutre sous laquelle les processus de prix actualisés sont des martingales

→ Les investisseurs sont indifférents au risque et n'exigent pas de prime de risque pour détenir un actif financier

Best estimate, SCR

Monde réel

→ Les scénarios reflètent la réalité du marché

→ Les investisseurs sont sensibles au risque et exigent une prime de risque pour détenir des actifs risqués

Stratégies financières, allocation d’actif
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

2 • Gestion actif/passif

MAXIMISATION DU COUPLE RENDEMENT/RISQUE

Définition de la richesse finale de l’assureur-vie : Valeur actuelle des profits futurs (PVFP)

𝑃𝑉𝐹𝑃 = 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑡𝑒𝑐ℎ𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 + 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑎𝑑𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑖𝑓 + 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑒𝑟

𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑡𝑒𝑐ℎ𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 = 𝑉𝐴 (𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑠 − 𝑠𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑒𝑠 + 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑃𝑀 + 𝑃𝐵)

𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑎𝑑𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑖𝑓 = 𝑉𝐴 (𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑠𝑢𝑟 𝑒𝑛𝑐𝑜𝑢𝑟𝑠 + 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑠𝑢𝑟 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑠 − 𝑓𝑟𝑎𝑖𝑠 & 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛𝑠)

𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑒𝑟 = 𝑉𝐴 (𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡𝑠 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑒𝑟𝑠 − 𝑇𝑀𝐺 − 𝑃𝐵 − 𝑑𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑃𝑃𝐸)

Etapes de la recherche d’allocation optimale :

❑ Sélection des allocations cibles à tester

❑ Détermination pour chaque allocation cible de la distribution de la PVFP → scénarios monde réel sur 10 ans

❑ Déduire le critère de rendement : moyenne de la distribution de la PVFP

❑ Déduire le critère de risque : VaR 98% de la distribution de la PVFP

❑ Prise en compte du SCR

❑ Détermination pour chaque allocation le SCR associé → scénarios monde risque neutre sur 50 ans

❑ Pénalisation de la distribution de PVFP du coût de portage du SCR
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

2 • Gestion actif/passif

COÛT DE PORTAGE DU SCR

Le coût de portage est calculé sur la période de projection en monde réel, c'est-à-dire sur 10 ans. 

Pour cela, le SCR (prédit par machine learning) est projeté suivant l'évolution des provisions mathématiques (pm) selon la 

formule suivante.

13

𝑠𝑐𝑟 𝑡 = 𝑠𝑐𝑟 𝑡 − 1 ∗
𝑝𝑚(𝑡)

𝑝𝑚(𝑡 − 1)

Le coût de portage est alors calculé comme un pourcentage du SCR. Ce pourcentage est calculé comme la différence 

entre le taux de rendement attendu par les actionnaires et le taux de rendement de l'actif (du fonds euros) net des frais 

financiers et net des impôts. 

𝑐𝑜û𝑡 𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎𝑔𝑒 𝑡 = 𝑠𝑐𝑟 𝑡 − 1 ∗ (𝑡𝑥 𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒 − 𝑟𝑒𝑛𝑑𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑛𝑒𝑡 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑓 𝑡 )

Enfin, le coût de portage pour l'allocation cible du portefeuille s'écrit comme 

𝑐𝑜û𝑡 𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎𝑔𝑒 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = ෍

𝑡=1

10 𝑎𝑛𝑠

𝑐𝑜û𝑡 𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎𝑔𝑒 𝑡 ∗
1

(1 + 𝑡𝑥 𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒)𝑡
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CONSTRUCTION D’UN PROXY DU SCR
EN FONCTION DE L’ALLOCATION CIBLE 

D’ACTIFS
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

CALCUL DU SCR PAR LA FORMULE STANDARD

𝑆𝐶𝑅 = max(0 ; 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐴𝑁𝑅)

𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐴𝑁𝑅 = 𝐴𝑁𝑅 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 − 𝐴𝑁𝑅 𝑐ℎ𝑜𝑐

𝐴𝑁𝑅 = 𝑉𝑀 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑓 − 𝐵𝐸

SCR taux : → Choc de taux d’intérêt à la hausse

 → Choc de taux d’intérêt à la baisse

SCR actions : → Type 1, Type 2

𝑐ℎ𝑜𝑐 𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 = 𝑐ℎ𝑜𝑐 𝑏𝑎𝑠𝑒 + 𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒

SCR Immobilier : → Choc à la baisse de 25%

SCR spread :→ obligations et prêts non hypothécaires

                      → actifs issus de la titrisation

                      → dérivés de crédits

SCR change :→ Choc à la hausse de 25% de la devise

                       → Choc à la baisse de 25% de la devise

SCR concentration : → mesure les expositions au delà 

d’un seuil défini selon la qualité de credit

→ applique les facteurs de chocs associés

15
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

APPRENTISSAGE SUPERVISÉ

𝑍𝑖 = 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖 ~𝑖𝑖𝑑 𝑃

❑ Fonction de prédiction 𝑔

❑ Fonction de perte ℓ → mesure l’erreur commise lors de la prédiction

❑ Risque ou erreur de généralisation → qualité d’une fonction de prédiction

❑ 𝑅𝑃 𝑔 = 𝔼𝑃 ℓ(𝑌, 𝑔 𝑋 )

❑ La meilleure fonction de prédiction est celle qui minimise le risque 

❑ Si elle existe, elle est appelée fonction oracle ou prédicateur de Bayes 𝑔𝑷
∗

❑ Consistance de l’algorithme de prédiction ෞ𝑔𝑛

❑ 𝔼𝑃 𝑅𝑃 ෞ𝑔𝑛
𝑛→ +∞

𝑅𝑃(𝑔𝑃
∗ )

❑ La consistance nécessite que la taille 𝑛 de l’échantillon soit grande

❑ Les résultats de consistance universelle ne fournissent cependant pas la taille 

𝑛 pour garantir la convergence 

→ Prédire Y sachant X

16
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

MODÈLES DE RÉGRESSION

Fonction de prédiction : 𝑔 = 𝔼𝑃 𝑌 𝑋 = 𝑥)

❑ Régression linéaire

❑ 𝑌 = 𝛼 + 𝑋. 𝛽

❑ Fonction de perte : ℓ 𝑌, 𝑔 𝑌 = 𝔼[ 𝑌 − 𝑔 𝑌
2
]

❑ Fonction oracle : 𝑔𝑃
∗ = 𝑋. 𝛽

❑ GLM

❑ 𝑌 = ℎ(𝛼 + 𝑋. 𝛽) – h = fonction inverse → GLM Gamma

❑ Fonction de perte : ℓ 𝑌, 𝑔 𝑌 = 𝔼[ 𝑌 − 𝑔 𝑌
2
]

❑ Fonction oracle : 𝑔𝑃
∗ = ℎ(𝑋. 𝛽)

❑ Arbres de décision (pas de relation explicite entre Y et X)

❑ Il s’agit de modèles à partition où l’espace des variables caractéristiques X est partitionné en de sous-ensembles

❑ Chaque nœud de l’arbre correspond à un sous ensemble où un test ou un critère de segmentation est mis en place

❑ Pour le modèle Classification And Regression Trees (CART), le critère de segmentation est la variance

Indicateurs de performance

Erreur quadratique moyenne

𝑀𝑆𝐸 𝑦, ො𝑦 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖)²

Erreur relative moyenne

𝑀𝐴𝑃𝐸 𝑦, ෝ𝑦𝑖 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛
|𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖|

𝑚𝑎𝑥(𝜖, 𝑦𝑖)

Erreur maximale sur une prédiction

𝐸𝑟𝑟𝑒𝑢𝑟 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒 = 𝑚𝑎𝑥( 𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖 )

Coefficient de détermination

𝑅2 𝑦, ො𝑦 = 1 −
σ𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖)

2

σ𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖 − ത𝑦)2
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

CONSTRUCTION DE LA BASE D’APPRENTISSAGE

❑ L’échantillon construit est de taille n = 29

❑ Les variables caractéristiques sont les proportions des 

classes d’actif au nombre de 8

❑ Pour chaque observation, la somme des variables 

caractéristiques est de 1 → colinéarité

❑ Nous avons supprimé le cash pour éviter cela → k = 7

❑ La base d’étude a été divisée en deux :

❑ Base d’apprentissage : 2/3

❑ Base de test ou de validation : 1/3

❑ Pas d’exposition en devises étrangères

❑ Pas d’absorption au titre du risque concentration 

(SCR brut = SCR net)

❑ Retraitement du SCR 

❑ SCR standardisés : 𝑆𝐶𝑅𝑖 =
𝑆𝐶𝑅𝑖 −𝑚𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒(𝑆𝐶𝑅)

é𝑐𝑎𝑟𝑡−𝑡𝑦𝑝𝑒 (𝑆𝐶𝑅)

❑ SCR mis à l’échelle par rapport au SCR d’une allocation de 

référence

Allocation 

actif 1

… Allocation 

actif j

… Allocatio

n actif k

SCR

Y

k variables explicatives Xj

n observations

2/3 pour

train

1/3 pour

test
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

RÉSULTATS D’APPROXIMATION – SCR TAUX
❑ Régression linéaire : 𝑌 = 𝛼 + 𝑋. 𝛽

❑ GLM gamma : 𝑌 =
1

𝛼+𝑋.𝛽

𝛼

𝛽

19
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

RÉSULTATS D’APPROXIMATION – SCR TAUX

20

Arbre de décisions pour le proxy du SCR Taux
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ALLOCATION STRATÉGIQUE SOUS CONTRAINTE DE SCR

3 • Proxy du SCR en fonction de l’allocation cible d’actifs

RÉSULTATS D’APPROXIMATION – SCR ACTIONS
❑ Régression linéaire : 𝑌 = 𝛼 + 𝑋. 𝛽

❑ GLM gamma : 𝑌 =
1

𝛼+𝑋.𝛽

𝛼

𝛽

21
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DÉTERMINATION DE L’ALLOCATION OPTIMALE

Etapes de la recherche 
d’allocation optimale :

❑ Sélection des allocations cibles à tester

❑ Détermination pour chaque allocation cible de la distribution de la PVFP → scénarios monde réel

❑ Déduire le critère de rendement : moyenne de la distribution de la PVFP

❑ Déduire le critère de risque : VaR 98% de la distribution de la PVFP

❑ Prise en compte du SCR

❑ Détermination pour chaque allocation le SCR associé → scénarios monde risque neutre

❑ Pénalisation de la distribution de PVFP du coût de portage du SCR

23
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ALLOCATION OPTIMALE SANS PRISE EN COMPTE DU SCR
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Figure 1

Figure 2

Figure 3
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ALLOCATION OPTIMALE AVEC PRISE EN COMPTE DU SCR
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Sans prise en compte du SCR Avec prise en compte du SCR
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ALLOCATION OPTIMALE AVEC PRISE EN COMPTE DU SCR
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Figure 1

Figure 2

Figure 3
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ALLOCATION OPTIMALE AVEC PRISE EN COMPTE DU SCR
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ALLOCATION OPTIMALE AVEC PRISE EN COMPTE DU SCR
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TMG moyen Epargne : 2.5%

TMG moyen Retraite : 0.73%
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❑ Le sujet de l’allocation stratégique d’actifs est crucial et d’actualité pour les compagnies d’assurance du fait du 
contexte dynamique des deux dernières années.

❑ Comme en finance, la recherche de l’allocation optimale consiste à maximiser un couple rendement/risque. 

❑ Critère de rendement : moyenne de la distribution de la richesse finale (PVFP) évaluée en univers de 
scénarios monde réels ;

❑ Critère de risque : Value at Risk de niveau 98% de la distribution de la PVFP.

❑ Les contraintes réglementaires qui pèsent sur les assureurs se caractérisent par la prise en compte du SCR dans 
le problème de maximisation du couple rendement/risque.

❑ La production du SCR en pratique est une tâche fastidieuse et chronophage. Nous nous sommes donc 
intéressés à la construction d’un proxy du SCR en fonction de l’allocation d’actifs.

❑ La méthode utilisée consiste à approximer les SCR des sous modules de risque de marché sur un 
échantillon d’apprentissage préalablement construit par nos soins.

❑ Les modèles GLM Gamma se sont révélés efficaces à cette fin.

❑ La prise en compte du SCR et précisément du coût de portage du SCR permet de disposer des niveaux ‘’réels’’ 
des critères de rendement de risque s’assurant de la robustesse de l’étude.

❑ Le choix de l’allocation optimale dépend de nombreux paramètres à savoir les stratégies financières de la 
compagnie, l'appétence au risque et la capacité à supporter un coût d'immobilisation plus ou moins important de 
la charge en capital.
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LIMITES ET PERSPECTIVES
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❑ L’étude a reposé sur l’hypothèse forte que seul le SCR de marché est affecté par les variations d’allocations

❑ Pour que l’étude soit complète, il faudrait calibrer un proxy pour les autres modules de risque

❑ Nous avons testé les modèles de régression linéaire, GLM gamma et les arbres de décisions sur un échantillon de 
taille n = 29

❑ Augmenter la taille de l’échantillon pour offrir plus de capacité d’apprentissage aux algorithmes

❑ Tester d’autres algorithmes
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